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Introduzione
La tesi si basa su un articolo di William M. Goldman del 1988 intitola-
to “Topological components of spaces of representations” ed ha lo scopo
di studiare le proprieta` topologiche globali dello spazio delle rappresenta-
zioni dal gruppo fondamentale di una superficie S connessa, compatta ed
orientabile con χ (S) < 0, nel gruppo di Lie PSL(2,R) delle isometrie posi-
tive del piano iperbolico. Denoteremo lo spazio di tali rappresentazioni con
Rep (pi1(S),PSL(2,R)). Piu` precisamente, descriveremo esattamente le com-
ponenti connesse di Rep (pi1(S),PSL(2,R)), su cui si considera la topologia
della convergenza puntuale.
I risultati centrali della tesi sono i seguenti:
Teorema 1. Indicando con S una superficie chiusa ed orientabile di genere
g ≥ 2 e con eu : Rep (pi1(S),PSL(2,R)) → Z il numero di Eulero, si ha che
le componenti connesse di Rep (pi1(S),PSL(2,R)) sono le controimmagini
eu−1(n) al variare di n ∈ Z nell’intervallo [χ (S) ,−χ (S)]. Dunque il loro
numero e` esattamente 4g − 3.
Utilizzando il fatto che le rappresentazioni Fuchsiane (cioe` fedeli e di-
screte) sono un aperto ed un chiuso di Rep (pi1(S),PSL(2,R)), e` possibile
dimostrare anche il seguente corollario:
Corollario 2. Sia ϕ una rappresentazione in Rep (pi1(S),PSL(2,R)). Allora
vale | eu (ϕ) | = |χ(S)| se e solo se ϕ e` una rappresentazione Fuchsiana, ovvero
ϕ e` un isomorfismo tra pi1(S) ed un sottogruppo discreto di PSL(2,R).
Questi risultati si dimostrano per induzione sulla caratteristica di Eulero
della superficie: in primo luogo si dimostra un’opportuna versione del Teo-
rema 1 per le superfici (eventualmente con bordo) aventi caratteristica di
Eulero pari a −1, ovvero il toro meno un disco ed il pantalone (sfera meno
tre dischi), e pari a −2, ovvero la sfera meno quattro dischi, il toro meno
due dischi e la superficie chiusa di genere 2. E` possibile poi dimostrare il
caso generale grazie all’esistenza di una decomposizione massimale, ovvero
alla possibilita` di decomporre qualsiasi superficie con caratteristica di Eu-
lero negativa in blocchi di tipo pantalone e toro meno un disco, in modo
che l’intersezione tra due blocchi sia vuota oppure sia costituita da esatta-
mente una componente di bordo ed in modo tale che il grafo duale della
decomposizione sia un albero.
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4Nella prima parte della tesi si introducono gli strumenti necessari ad
enunciare i risultati: in particolare si descrivono gli elementi del gruppo di
Lie PSL(2,R) (distinguendo tra elementi iperbolici, ellittici e parabolici), e
si da` una descrizione esplicita del suo rivestimento universale ˜PSL(2,R).
Per poter definire il numero di Eulero di un rappresentazione ϕ si defi-
nisce la classe di Eulero per un fibrato in cerchi su una superficie S chiusa,
come un elemento di H2 (S,Z) che costituisce un’ostruzione all’esistenza di
una sezione del fibrato, per poi darne una costruzione esplicita nel caso di
fibrati in cerchi piatti. Sfruttando il fatto che le classi di isomorfismo di
G-fibrati in cerchi piatti su S sono in bigezione con le classi di coniugio di
rappresentazioni in Rep (pi1(S), G) (dove nel nostro caso G = PSL(2,R)), si
definisce la classe di Eulero di una rappresentazione eu(ϕ) come la classe di
Eulero del fibrato piatto associato. Il numero di Eulero di una rappresenta-
zione sara` il numero intero che si ottiene valutando la classe di Eulero sulla
classe fondamentale di H2 (S,Z). Denotando con a1, b1, . . . , ag, bg i genera-
tori standard di pi1(S) e con ϕ˜(ai) e ϕ˜(bi) dei sollevamenti di ϕ(ai) e ϕ(bi) al
rivestimento universale, un punto chiave della trattazione consiste nel fatto
che la classe di Eulero di una rappresentazione coincide con la seconda classe
di ostruzione della rappresentazione, definita come
o2 (ϕ) =
[
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1)
]
· · ·
[
ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
]
∈ ker
(
˜PSL(2,R)→ PSL(2,R)
) ∼= Z.
Quest’ultima e` un’applicazione costante su ciascuna componente connessa
dello spazio delle rappresentazioni e ci permette di scrivere in modo esplicito
il numero di Eulero di una rappresentazione. In modo analogo, nel caso di
superfici con bordo si definisce invece la classe di Eulero relativa come un
elemento di H2 (S, ∂S;Z) che costituisce un’ostruzione all’esistenza di una
sezione globale del fibrato in cerchi che estenda una sezione fissata sulle com-
ponenti di bordo. Si dimostra quindi la disuguaglianza di Milnor-Wood, per
cui la classe di Eulero di una rappresentazione ϕ ∈ Rep (pi1(S),PSL(2,R)) e`
compresa tra χ(S) e −χ(S).
Segue la parte centrale e piu` tecnica della tesi, in cui si trattano i casi
di superfici con caratteristica di Eulero pari a −1 e −2: si sfruttano pro-
prieta` di sollevamento dei cammini di alcune applicazioni quali il carattere
di una rappresentazione e il commutatore dei sollevamenti al rivestimento
universale.
Nella parte finale si dimostra il Teorema 1 nel caso generale; il passo
induttivo si basa su un risultato di combinatoria su grafi e sfrutta il fatto
che il grafo duale della decomposizione massimale e` un albero.
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Capitolo 1
Fatti Preliminari
1.1 Descrizione di PSL(2,R)
In questa sezione descriviamo lo spazio di matrici che utilizzeremo lun-
go tutta la trattazione. Lo descriveremo come gruppo di Lie, ne daremo
un’interpretazione come isometrie dello spazio iperbolico e studieremo il suo
rivestimento universale.
1.1.1 PSL(2,R) come gruppo di Lie
Ricordiamo le seguenti definizioni:
SL(2,R) =
{(
a b
c d
)∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ R; ad− bc = 1} ,
PSL(2,R) = SL(2,R) /{± Id} .
Si possono dotare questi due gruppi di una struttura di gruppo di Lie:
si tratta infatti di sottovarieta` di GL(2,R), che ha struttura di varieta` in
quanto un aperto di R4. L’operazione di gruppo che li rende gruppi di Lie
e` il prodotto tra matrici.
1.1.2 PSL(2,R) come gruppo delle isometrie positive di H2
Considerando ora il piano iperbolico H2, indichiamo con Isom(H2) l’insie-
me delle isometrie del piano iperbolico, ovvero dei diffeomorfismi del piano
iperbolico in se´ che ne conservano la metrica.
Ricordiamo che una geodetica infinita γ : [0,+∞) parametrizzata a ve-
locita` unitaria e` detta raggio geodetico, e che due raggi geodetici γ1 e γ2 si
dicono equivalenti (γ1 ≡ γ2) se:
sup
t≥0
{dist (γ1(t), γ2(t))} < +∞. (1.1)
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Poiche´ si tratta di una relazione di equivalenza, ha senso definire l’insieme
∂H2 dei punti all’infinito come l’insieme dei raggi geodetici, quozientato per
la relazione 1.1.
Denotando con H2 = H2 ∪ ∂H2, si ha che ogni isometria di H2 si puo`
estendere in modo unico ad un omeomorfismo di H2 = H2 ∪ ∂H2 in se´. Ov-
viamente e` possibile dotare Isom(H2) di struttura di gruppo con l’operazione
di composizione e vale la seguente:
Proposizione 1.1. Sia ψ un’isometria di H2 non banale. Allora vale esat-
tamente uno dei tre casi seguenti:
• ψ ha almeno un punto fisso in H2, in tal caso si dice che l’isometria e`
ellittica;
• ψ non ha punti fissi in H2 ed ha esattamente un punto fisso in ∂H2,
in tal caso si dice che l’isometria e` parabolica;
• ψ non ha punti fissi in H2 ed ha esattamente due punti fissi in ∂H2,
in tal caso si dice che l’isometria e` iperbolica.
Osserviamo che ogni isometria iperbolica, fissando due punti al bordo,
lascia invariata l’unica geodetica che ha questi come punti limite.
Definizione 1.2. Se ϕ ∈ Isom (H2), definiamo distanza di traslazione di ϕ
il numero
dist(ϕ) = inf
x∈H2
dist (x, ϕ(x)) .
Un punto x ∈ H2 realizza il minimo spostamento se
dist (x, ϕ(x)) = dist(ϕ).
Allora si ha che i punti della geodetica fissata da un’isometria iperbolica
sono tutti e soli i punti che realizzano il minimo spostamento.
Ora, se consideriamo Isom+(H2) il gruppo delle isometrie che preser-
vano l’orientazione, si ottiene un sottogruppo di Isom(H2) di indice 2. Di
fondamentale importanza e` il seguente risultato:
Proposizione 1.3. Esiste un isomorfismo PSL(2,R) e Isom+(H2).
L’isomorfismo si costruisce identificando ciascuna matrice
(
a b
c d
)
con
l’isometria di H2 data dalla trasformazione di Mo¨ebius z 7→ az + b
cz + d
, conside-
rando il piano iperbolico col modello del semipiano complesso {=(z) > 0}.
D’ora in poi considereremo fissato l’isomorfismo descritto nella Propo-
sizione precedente; la Proposizione 1.1 puo` allora essere precisata come
segue:
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Proposizione 1.4. Sia A ∈ PSL(2,R) non banale. Allora A e` ellittica,
parabolica o iperbolica se o solo se | tr(A)| < 2, | tr(A)| = 2 o | tr(A)| > 2
rispettivamente.
Dimostrazione. Se A =
(
a b
c d
)
, con ad − bc = 1, la corrispondente tra-
sformazione di Mo¨ebius z 7→ az + b
cz + d
ha un punto fisso z ∈ C se e solo
se
az + b
cz + d
= z ⇐⇒ cz2 + (d− a)z − b = 0.
Tale equazione di secondo grado ha ∆ = (d−a)2 +4bc = tr(A)2−4. Dunque
l’equazione ha due soluzioni reali (ovvero due punti fissi al bordo) nel caso
in cui | tr(A)| > 2; si tratta dunque di un’isometria iperbolica. Se invece
| tr(A)| = 2 le due soluzioni sono reali e coincidenti (ovvero, c’e` un unico
punto fisso, sul bordo di H2) e si ha quindi un’isometria parabolica; ed infine,
se | tr(A)| < 2 le due soluzioni sono complesse coniugate, dunque soltanto
una giace sul semipiano superiore, ed e` l’unico punto fisso interno al piano
iperbolico, dunque si ottengono in tal caso isometrie ellittiche, che hanno
esattamente un punto fisso interno.
Si ha che due elementi iperbolici sono coniugati in PSL(2,R) se e solo
se hanno la stessa distanza di traslazione. Gli elementi parabolici invece
costituiscono due classi di coniugio (Par+ e Par−): rispettivamente quelli
che muovono i punti (non fissati) di ∂H2 in verso positivo e quelli che li
muovono in verso negativo.
Inoltre e` interessante notare che un elemento iperbolico A ∈ PSL(2,R)
con spostamento d ha traccia ±2 cosh(d/2); se invece A e` ellittico e fissa un
punto z ∈ H2, agisce intorno a z come una rotazione di un certo angolo θ e
la traccia di A e` pari a 2 cos(θ/2).
Ricordiamo inoltre che le isometrie sono determinate al primo ordine,
dunque un’isometria che agisce come traslazione su una certa geodetica,
o che agisce come rotazione in un intorno di un punto e` completamente
determinata. In particolare, useremo la seguente definizione:
Definizione 1.5. Un sottogruppo di Borel di PSL(2,R), e` dato dallo sta-
bilizzatore di un punto di ∂H2.
Dunque gli elementi parabolici di un sottogruppo di Borel sono coniugati
ad elementi della forma (
1 λ
0 1
)
,
con λ ∈ R; mentre quelli iperbolici sono coniugati ad elementi della forma(
α β
0 α−1
)
,
con α, β ∈ R, α 6= 0, 1.
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1.1.3 Sottogruppi ad un parametro
Ricordiamo che un sottogruppo ad un parametro di un gruppo di Lie G e` un
omomorfismo di gruppi di Lie α : R → G; dunque α(0) = 1 ∈ G, elemento
neutro del gruppo. Un interessante risultato e` il seguente:
Proposizione 1.6. La corrispondenza α 7→ α′(0) ∈ g, dove g indica l’alge-
bra di Lie di G, e` una bigezione canonica tra l’insieme dei sottogruppi ad
un parametro di G e g.
In seguito sara` di particolare importanza il seguente risultato:
Proposizione 1.7. Sia A ∈ PSL(2,R); allora esiste un unico sottogruppo ad
un parametro α : R→ PSL(2,R) con α(1) = A se e solo se A ∈ Par∪Hyp.
Dimostrazione. Se A e` iperbolico con distanza di traslazione pari a d, gli
associamo il sottogruppo ad un parametro
α : R→ PSL(2,R), α(t) = gt ,
dove gt e` un’isometria di H2 che, lungo l’asse dell’isometria iperbolica A,
agisce come traslazione di lunghezza d · t nello stesso verso di A (una tale
isometria e` univocamente determinata da tali condizioni). Si tratta effettiva-
mente di un sottogruppo ad un parametro, infatti α(t+ s) = gt+s = gt ◦ gs e
α(0) = Id. Inoltre, α(1) ristretta all’asse di A e` una traslazione di lunghezza
d, ovvero α(1) = A.
Se invece A e` un’isometria parabolica, considerando H2 col modello del
semipiano e ponendo all’infinito l’unico punto fisso di A, essa agisce sui
punti (x, y) del semipiano come una traslazione orizzontale di lunghezza λ.
Se associamo ad A il sottogruppo ad un parametro dato da
α : R→ PSL(2,R), α(t) = ht;
dove ht e` la traslazione orizzontale (x; y) 7→ (x + λt; y), allora α(0) = Id e
α(t+s) = ht ◦hs, dunque α e` un sottogruppo ad un parametro. Inoltre α(1)
e` la traslazione orizzontale di lunghezza λ, dunque si tratta di A. Abbiamo
dunque che ad ogni elemento di PSL(2,R) iperbolico o parabolico possiamo
associare un sottogruppo ad un parametro come voluto.
Per quanto riguarda gli elementi ellittici, mostriamo che possiamo asso-
ciare a ciascuno di essi infiniti sottogruppi ad un parametro con la proprieta`
richiesta. Se A e` ellittico, si ha che attorno al suo punto fisso p agisce come
una rotazione di un certo angolo θ. Scelto θ ∈ [0, 2pi) possiamo associare ad
A i sottogruppi ad un parametro
αk : R→ PSL(2,R), αk(t) = rotp (t (θ + 2kpi)) ; con k ∈ Z
dove rotp(t) indica l’isometria il cui differenziale in p e` una rotazione di
TpH2 e` la rotazione di angolo t. Sono sottogruppi ad un parametro per
ciascun k ∈ Z e αk(1) = rotp(θ + 2kpi) = rotp(θ) = A.
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Infine, vogliamo dimostrare che nel caso parabolico ed iperbolico l’unico
sottogruppo ad un parametro con le caratteristiche richieste e` quello de-
scritto sopra. Ricordiamo che i sottogruppi ad un parametro in PSL(2,R)
sono in bigezione con l’algebra di Lie di SL(2,R) che consiste nelle matrici a
traccia nulla, che indicheremo con sl (2,R). Allora l’idea e` che ogni elemento
non nullo di sl (2,R) e` coniugato per un elemento di SL(2,R) di una delle
tre matrici: (
0 ±1
0 0
)
,
(
0 a
−a 0
)
,
(
a 0
0 −a
)
,
con a 6= 0, che corrispondono a sottogruppi ad un parametro del tipo costrui-
to sopra. Dunque ogni sottogruppo ad un parametro, essendo coniugato ad
uno dei precedenti, sara` del tipo costruito sopra, e cio` permette facilmente
di concludere.
1.2 Il rivestimento universale di PSL(2,R)
Per semplicita` di notazione indicheremo spesso con G il gruppo di Lie
PSL(2,R) e con G˜ il suo rivestimento universale ˜PSL(2,R) = ˜SL(2,R);
anch’esso e` dotato di struttura di gruppo di Lie che rende il rivestimento
universale un omomorfismo di gruppi.
Osserviamo che, mediante un processo di ortogonalizzazione Gram - Sch-
mitz, e` possibile retrarre SL(2,R) sullo spazio di matrici SO(2,R) dato dalle
rotazioni di R2, che e` omeomorfo ad S1. Dunque:
pi1 (SL(2,R)) = pi1 (SO(2,R)) = pi1
(
S1
)
= Z.
Si dimostra inoltre che
pi1 (PSL(2,R)) = pi1 (PSO(2,R)) = pi1
(
P1R
)
= Z.
Definiamo ogni elemento di G˜ come ellittico, parabolico o iperbolico se me-
diante l’applicazione di rivestimento viene mandato in un elemento ellittico,
parabolico o iperbolico di G, rispettivamente.
Definizione 1.8. L’insieme degli elementi iperbolici esponenziali di G˜,
che indicheremo con Hyp0, e` l’insieme degli elementi iperbolici di G˜ che
giacciono in sottogruppi ad un parametro.
Analogamente, gli elementi parabolici esponenziali di G˜, che indichere-
mo con Par+0 e Par
−
0 , sono le controimmagini di Par
+ e Par− rispettiva-
mente tramite il rivestimento universale, che giacciono in sottogruppi ad un
parametro.
Definiremo inoltre la traccia di un elemento in G˜ come la traccia della
sua immagine in SL (2,R).
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Tenendo conto che, grazie al rivestimento universale, possiamo identi-
ficare gli spazi tangenti di G e G˜ nell’identita` (TIdG e TId G˜), conside-
riamo la mappa esponenziale di G˜ data da e˜xp : g → G˜. Indichiamo
con zn = e˜xp
(
0 −npi
npi 0
)
, dove n ∈ Z; e al variare di n definiamo
Hypn = z
n Hyp0. (Osservare che gli z
n sono tutti e soli gli elementi del
centro di G˜, che e` ciclico e generato da z).
Anche nel caso parabolico, porremo Par±n = zn Par
±
0 .
Osserviamo che nella fibra di ogni elemento iperbolico A ∈ G c’e` un
elemento di Hyp0 perche´ per la Proposizione 1.7 esso appartiene ad un sot-
togruppo ad un parametro, che si puo` sollevare in G˜. Allora ogni elemento
iperbolico in G˜ appartiene a qualche Hypn perche´ sara` elemento della fi-
bra di un certo elemento iperbolico in G, e per quanto appena osservato,
a tale fibra appartiene anche un elemento di Hyp0 da cui lui differisce per
moltiplicazione di un elemento del nucleo del rivestimento, ovvero Z.
Per quanto riguarda invece gli elementi ellittici di G˜, la questione e` dif-
ferente. Tutti gli elementi ellittici di G˜ appartengono a sottogruppi ad un
parametro, ed ogni sottogruppo ad un parametro costituito da elementi el-
littici contiene tutto il centro Z di G˜. Se K e` un tale sottogruppo ad un
parametro, allora K \Z ha infinite componenti. Ad esempio, il sottogruppo
ad un parametro
A(θ) = e˜xp
(
0 −θ
θ 0
)
,
con θ ∈ R, e` ellittico e si ha che A(npi) = zn ∈ Z.
Dunque, se n > 0, allora indichiamo con Ell±n il sottoinsieme di G˜ degli
elementi coniugati a A(±θ), con (n− 1)pi < θ < npi.
Osserviamo che Ell0 non e` definito.
Riassumendo, abbiamo che G˜ e` costituito dal suo centro Z = {zn, n ∈ Z},
dall’insieme degli elementi ellittici Elln, con n ∈ Z, n 6= 0, da due insiemi
di elementi parabolici Par+n e Par
−
n e dall’insieme degli elementi iperbolici
Hypn, con n ∈ Z.
Una presentazione grafica di ˜PSL(2,R) e` quella in figura:
Figura 1.1: Rivestimento Universale.
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Osservazione 1.9. Un elemento iperbolico X ∈ ˜PSL(2,R) e` tale che
X ∈ Hyp2n ∪Par2n ⇐⇒ trX ≥ 2;
X ∈ Hyp2n+1 ∪Par2n+1 ⇐⇒ trX ≤ −2.
Infatti si ha che X ∈ Hypn ∪Parn se e solo se X = znX ′ per qualche
X ′ ∈ Hyp0 ∪Par0, e se consideriamo il rivestimento universale
˜PSL(2,R) Φ−→ SL(2,R) q−→ PSL(2,R),
abbiamo che
Φ (zn) =
{
Id se n e` pari,
− Id se n e` dispari .
Allora, se X ∈ Hypn ∪Parn, si ha che
Φ (X) = Φ (zn) · Φ (X ′) = (− Id)n · Φ (X ′) ;
e quindi
trX = (−1)n trX ′.
Poiche´ X ′ appartiene a Hyp0, esiste un sottogruppo ad un parametro che lo
connette all’identita`. Poiche´ tr Id > 0, per continuita` trX ′ > 2.
Enunciamo ora un lemma tecnico che sara` utile nel seguito della tratta-
zione; per una dimostrazione rimandiamo a [Gol88], Lemma 1.3.
Lemma 1.10. Sia G = PSL(2,R) e siano {ξt} e {ηt}, con t ∈ [0, 1], due
archi lisci a tratti contenuti in G \ {Id} tali che gli elementi ξt e ηt sono
coniugati. Supponiamo che ogni arco sia trasverso al sottoinsieme Par degli
elementi parabolici di G, ovvero le applicazioni
t 7→ | tr ξt|, t 7→ | tr ηt|
hanno 2 come valore regolare. Allora esiste un arco {yt} liscio a tratti con
t ∈ [0, 1] tale che
ξt = yt ηt y
−1
t .
1.3 Lo Spazio delle Rappresentazioni
Questa tesi si propone di studiare le proprieta` globali dello spazio delle rap-
presentazioni del gruppo fondamentale di una superficie connessa, compatta
ed orientata a valori nel gruppo di Lie PSL(2,R), che indicheremo ancora
con G.
In tutto il resto della trattazione, salvo i casi in cui verra` dichiarato
esplicitamente il contrario, si considereranno superfici connesse, compatte
ed orientate.
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1.3.1 La presentazione del gruppo fondamentale
Definizione 1.11. Siano pi un gruppo finitamente presentato e G un gruppo
di Lie. Si definisce lo spazio delle rappresentazioni di pi in G come lo spazio
degli omomorfismi di gruppo tra pi e G. Tale spazio verra` indicato con
Rep(pi,G).
Nel nostro caso, in particolare, considereremo pi = pi1(S), con S superficie
a caratteristica di Eulero negativa e PSL(2,R) come gruppo di Lie.
Osservazione 1.12. Poiche´ pi e` un gruppo finitamente presentato e` possibile
descriverlo come
pi = 〈a1, . . . , am |R1(a1, . . . , am) = · · · = Rl(a1, . . . , am) = Id〉
dove R1, . . . , Rl sono le relazioni che intercorrono tra i generatori.
Se consideriamo ora l’applicazione di valutazione:
F : Rep(pi,G) −→ Gm, ϕ 7→ (ϕ(a1), . . . , ϕ(am)) ; (1.2)
essa e` iniettiva in quanto {a1, . . . , am} generano pi, dunque se due rappre-
sentazioni ϕ e ψ coincidono su tutti i generatori coincidono ovunque.
Allora e` possibile identificare lo spazio Rep(pi,G) con l’immagine di F ,
ovvero il sottoinsieme di Gm costituito dalle m-uple (x1, . . . , xm) ∈ Gm per
cui sussistono tutte le relazioni Ri(x1, . . . , xm). Osserviamo che tale insieme
con cui stiamo identificando Rep(pi,G) e` una varieta` analitica.
1.3.2 La topologia dello spazio delle rappresentazioni
Descriviamo ora la topologia dello spazio delle rappresentazioni di cui vo-
gliamo studiare le proprieta` globali. Considerando su Gm la topologia pro-
dotto, lo spazio Rep(pi,G) eredita naturalmente la topologia di sottospazio
in quanto sottovarieta` analitica di Gm, mediante l’identificazione descritta
nel paragrafo precedente.
Osservazione 1.13. La topologia in questione e` la topologia classica della
convergenza puntuale: una successione {ϕn}n∈N di elementi di Rep(pi,G) si
identifica con la successione di m-uple
{(ϕn(a1), . . . , ϕn(am))}n∈N ⊆ Gm.
Dunque dire che la successione {ϕn}n∈N converge ad un elemento ϕ significa
che la successione di m-uple converge a (ϕ(a1), . . . , ϕ(am)) nella topologia
prodotto, ovvero componente per componente.
Poiche´ gli elementi a1, . . . , am generano pi, da cio` segue che in G
ϕn (γ)
n−→ ϕ (γ)
per ciascun elemento γ ∈ pi.
In particolare, la topologia appena introdotta non dipende dalla scelta
della presentazione di G.
Capitolo 2
Classi di Ostruzione
Lo studio delle proprieta` topologiche globali dello spazio delle rappresenta-
zioni Rep(pi;G) si basa fortemente su alcuni invarianti, detti classi di ostru-
zione, che vedremo costituire ostruzioni all’esistenza di banalizzazioni per
certi fibrati.
2.1 Fibrati in Sfere
Per poter interpretare le classi di ostruzione, e` necessario definire alcuni
oggetti di particolare iteresse:
Definizione 2.1. Sia M uno spazio topologico localmente connesso per ar-
chi, semilocalmente semplicemente connesso, con gruppo fondamentale nu-
merabile e sia n ≥ 1 un intero fissato. Definiamo un fibrato in sfere di rango
n su M il dato di uno spazio topologico E ed un’applicazione p : E → M
tali che valgano le seguenti condizioni:
• Per ogni punto x ∈ M la fibra Ex = p−1(x) ⊆ E e` un sottospazio
omeomorfo alla sfera n-dimensionale Sn, ed e` dotato di un’orientazio-
ne;
• Per ogni x ∈M esistono un intorno U , detto intorno banalizzante, ed
un omeomorfismo ψ : p−1(U)→ U × Sn, detto banalizzazione locale,
tale che, denotando con piU : U × Sn → U e piSn : U × Sn → Sn
rispettivamente le proiezioni sulla prima e sulla seconda componente,
il seguente diagramma commuta:
p−1(U) U × Sn
U
ψ
p piU
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ed inoltre, per ogni x ∈ M , l’omeomorfismo piSn ◦ ψ|Ex : Ex → Sn
conserva l’orientazione.
Nel caso in cui si trattino fibrati in sfere di rango 1 parleremo di fibrati in
cerchi.
Si parlera` di un’applicazione continua σ : M → E come di una sezione (glo-
bale) del fibrato, se pi ◦ σ = IdM .
Infine, se p : E → M e p′ : E′ → M sono due fibrati in sfere, un
isomorfismo tra fibrati e` un omeomorfismo h : E → E′ tale che p′ ◦ h = p.
Definiamo un’ulteriore struttura su un fibrato in sfere, nel caso in cui
G sia un sottogruppo topologico di Homeo+(Sn), che considereremo sempre
dotato della topologia compatta-aperta.
Definizione 2.2. Un fibrato in sfere p : E →M di rango n e` un G-fibrato
in sfere se M ammette un ricoprimento aperto U = {Ui, i ∈ I} tale che:
• per ogni aperto Ui ∈ U esiste ψi : p−1(Ui) → Ui × Sn banalizzazione
locale;
• per ogni i, j ∈ I esiste un’applicazione continua fij : Ui ∩ Uj → G tale
che
ψi
(
ψ−1j (x, v)
)
= (x, fij(x)(v))
per ogni punto x ∈ Ui ∩ Uj e per ogni v ∈ Sn.
L’insieme delle banalizzazioni locali {ψi} e` detto G-atlante per E, e le fij
sono dette funzioni di transizione del G-atlante.
Osservazione 2.3. Ogni fibrato in sfere e` un G-fibrato con G = Homeo+(Sn).
Un’importante classe di G-fibrati in sfere e` dato dai G-fibrati piatti.
Definizione 2.4. Con la notazione usata sopra, un G-fibrato in sfere e`
piatto nel caso in cui esista un G-atlante per E le cui funzioni di transizione
fij siano localmente costanti.
Parleremo di fibrati in sfere piatti nel caso in cui G = Homeo+(Sn).
Vediamo ora come e` possibile definire un G-fibrato in sfere piatto a par-
tire da una rappresentazione ρ in Rep(pi,G), dove pi = pi1(M). Ricordiamo
che il gruppo fondamentale di M puo` essere identificato con il gruppo degli
automorfismi del rivestimento universale p : M˜ →M .
Definiamo lo spazio E˜ = M˜ × Sn e consideriamo l’azione diagonale di pi
su E˜ data da
pi × E˜ → E˜, (γ, (x˜, y)) 7→ (γx˜, ρ(γ)y) .
dove pi agisce su Sn tramite la rappresentazione ρ, dato che G e` sottogruppo
di Homeo+(Sn). Sia ora Eρ = E˜/˜ il quoziente per l’azione diagonale.
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Si dimostra che Eρ ha struttura di G-fibrato piatto, detto fibrato piatto
associato a ρ (si veda [Fri]).
In realta` ogni G-fibrato piatto si puo` ottenere mediante la costruzione
appena descritta, a meno di isomorfismo, grazie al seguente risultato:
Proposizione 2.5. L’applicazione:
Rep (pi,G) −→ {G− fibrati piatti} , ρ 7→ Eρ;
induce una bigezione tra le classi di coniugio di rappresentazioni in Rep (pi,G)
e le classi di isomorfismo di G-fibrati piatti su M .
Per una dimostrazione del risultato appena enunciato rimandiamo a [Fri].
Infine, diamo una definizione valida per fibrati generici e che useremo
nel prossimo paragrafo:
Definizione 2.6. Siano p : E →M un fibrato su una varieta` M e f : N →
M un’applicazione tra varieta`. Definiamo il fibrato pull back come lo spazio
f∗E = {(e, n) ∈ E ×N | p(e) = f(n)}.
Si ha quindi che il diagramma
f∗E E
N M
piE
piN p
f
commuta.
Osservazione 2.7. Lo spazio f∗E con la proiezione piN costituisce effettiva-
mente un fibrato su N , con fibra omeomorfa alla fibra di E. Inoltre, se E e`
un G-fibrato piatto, lo e` anche f∗E.
2.2 Classe di Eulero
E` possibile costruire un’applicazione che ci permetta di associare ad ogni
fibrato in sfere di rango n su uno spazio topologico M un elemento del
gruppo di coomologia di M di ordine n+ 1 a coefficienti interi Hn+1(M,Z),
che costituisce un’ostruzione all’esistenza di una sezione del fibrato.
Definizione 2.8. Siano p : E → M un n- fibrato in sfere e s : ∆k → M
un k-simplesso singolare, con k ≤ n. Diremo allora che un’applicazione
continua σs : ∆
k → E e` una sezione di s se per ogni punto x ∈ ∆k si ha
che σs(x) appartiene alla fibra Es(x) = p
−1(s(x)). Equivalentemente, se Es
e` il fibrato pull-back di E su ∆k tramite s, σs e` una sezione di Es.
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Inoltre, indicando con ∂is : ∆
k−1 → M l’i-esima faccia del k-simplesso
singolare s : ∆k → M , diremo che una sezione σs : ∆k → E di s e` com-
patibile con una sezione σ∂is : ∆
k−1 → E se quest’ultima coincide con la
restrizione di σs alla i-esima faccia di s.
Il caso che ci interessa affrontare e` quello di fibrati in cerchi, ovvero
fibrati in sfere di rango 1.
Se pi : E → M e` un fibrato in cerchi, vediamo come costruire sezioni
compatibili su ogni k-simplesso singolare s : ∆k →M con k = 0, 1.
Per ogni 0-simplesso x ∈ M scegliamo una sezione σx su x, ovvero un
elemento σx nella fibra Ex. Sia s : [0, 1] → M un 1-simplesso singolare, il
cui bordo e` ∂s = y − x. Poiche´ S1 e` connesso per archi ed il fibrato pull
back Es e` banale, e` possibile scegliere una sezione σs : [0, 1] → E tale che
σs(0) = σx e σs(1) = σy.
Consideriamo ora un 2-simplesso singolare s : ∆2 → M e fissiamo una
banalizzazione locale
Es ∆
2 × S1
∆2
ψs
pi
pi∆2
di Es. Osserviamo che le sezioni definite sulle facce del 2-simplesso singo-
lare sono compatibili e si incollano dando una sezione σ∂s : ∂∆
2 → Es.
L’ostruzione ad estendere quest’ultima sezione a tutto ∆2 per ottenere una
sezione compatibile del 2-simplesso singolare considerato e` data dal grado
z(s) dell’applicazione
∂∆2
σs−→ Es ψs−→ ∆2 × Sn
piS1−→ S1,
dove su ∂∆2 consideriamo l’orientazione indotta da quella fissata su ∆2.
Abbiamo quindi definito una cocatena z ∈ C2 (M,Z) che associa ad ogni
2-simplesso singolare un intero z(s).
Il fatto che z rappresenti una ben definita classe di coomologia e` dato
dal seguente risultato per la cui dimostrazione rimandiamo a [Fri]:
Proposizione 2.9. La cocatena singolare z ∈ C2 (M,Z) definita sopra gode
delle seguenti proprieta`:
(i) z(s) non dipende dalla scelta della banalizzazione di Es che preserva
l’orientazione;
(ii) δz e` nulla, cioe` z e` un cociclo;
(iii) Scelte differenti per le sezioni dei k-simplessi con k = 0, 1 definiscono
un altro cociclo z′ ∈ C2 (M,Z) tale che [z] = [z′] come elementi di
H2 (M,Z);
2.2. CLASSE DI EULERO 19
(iv) Se z′ ∈ C2 (M,Z) e` un cociclo tale che [z] e [z′] coincidono come ele-
menti di H2 (M,Z), allora esistono opportune scelte per le sezioni sui
k-simplessi con k = 0, 1 il cui cociclo corrispondente e` proprio z′.
Una costruzione analoga e` possibile per fibrati in sfere di rango n ≥ 1.
Definizione 2.10. La classe di Eulero di p : E → M fibrato in cerchi e` la
classe eu(E) ∈ H2(M,Z) rappresentata dal cociclo descritto sopra.
Inoltre, se ϕ e` una rappresentazione dal gruppo fondamentale di M in
PSL(2,R), definiamo la classe di Eulero della rappresentazione, che indi-
cheremo con eu (ϕ), come la classe di Eulero del fibrato in cerchi (piatto)
associato a ϕ secondo la Proposizione 2.5.
La classe di Eulero fornisce un’ostruzione all’esistenza di una sezione
globale per E. Vediamo alcuni risultati nel caso di fibrati in cerchi; questi
valgono in generale per le classi di Eulero di fibrati in sfere di rango n.
Proposizione 2.11. Se il fibrato in cerchi p : E →M ammette una sezione
globale, allora eu(E) = 0.
Dimostrazione. Se s : ∆k → M e` un simplesso singolare con k ≤ 2 , pos-
siamo costruire una sezione σs di Es (fibrato pull back di E) facendo il pull
back di σ; ovvero σs(x) = (e, x) con e = σ (s(x)); facciamo cos`ı commutare
il diagramma:
Es E
∆k M
piE
σs σ
s
.
In questo modo, per ogni 2-simplesso singolare s, le sezioni parziali σ∂s di Es
si estendono da ∂∆2 a ∆2. Dunque la classe di Eulero ha un rappresentante
identicamente nullo, dunque eu(E) = 0.
In generale non e` vero il viceversa; per un controesempio si veda [BT82],
Esempio 23.16.
Vale comunque il seguente risultato, dimostrato in [Fri]:
Proposizione 2.12. Sia p : E → M un fibrato in cerchi su un complesso
simpliciale; allora eu(E) = 0 se e solo se esiste una sezione globale per la
restrizione del fibrato al 2-scheletro di M .
Nel resto della trattazione lavoreremo con la classe di Eulero di rappre-
sentazioni, dunque sara` di particolare interesse la classe di Eulero di fibrati
in cerchi piatti. Descriviamo esplicitamente la costruzione del cociclo che
rappresenta la classe di Eulero in questo caso particolare.
20 CAPITOLO 2. CLASSI DI OSTRUZIONE
Fissiamo p : E → M un fibrato in cerchi piatto e costruiamo sezioni
compatibili di ogni 0-simplesso e 1-simplesso singolare in M .
Fissiamo un punto x0 ∈ M ed un punto x˜0 ∈ p−1(x0). Identifichiamo
con pi = pi1 (M,x0) il gruppo degli automorfismi del rivestimento universale
M˜ , in modo che per ogni g ∈ pi la proiezione su M di un arco in M˜ da x˜0 a
g (x˜0) giaccia nella classe di omotopia corrispondente a g. Fissiamo inoltre
un dominio fondamentale R ⊆ M˜ per l’azione di pi su M˜ , tale che x˜0 ∈ R.
Per la Proposizione 2.5 esiste ρ ∈ Rep (pi,Homeo+ (S1)) rappresenta-
zione tale che E = Eρ. Indichiamo con j : M˜ × S1 → Eρ la proiezione
per l’azione diagonale di pi su M˜ × S1, descritta al Paragrafo 2.1. Fissia-
mo un punto q0 ∈ Eρ ed indichiamo con θ0 l’unico elemento di S1 tale che
j (x˜0, θ0) = q0.
Fissiamo ora una sezione su ciascun 0-simplesso: per ogni punto x ∈M
indichiamo con x˜ l’unico elemento della fibra di x appartenente al dominio
fondamentale R ⊆ M˜ , e fissiamo la sezione σx ∈ Eρ, definita come
σx = j (x˜, θ0) .
Osserviamo, in particolare, che la sezione su x0 cos`ı determinata e` il punto
q0 ∈ Eρ.
Consideriamo ora un 1-simplesso singolare s : [0, 1]→ M . Vogliamo co-
struire una sezione per s che sia estensione delle sezioni su ∂s = {s(0), s(1)}.
Denotiamo con s˜ : [0, 1]→ M˜ l’unico sollevamento di s tale che s˜(0) ∈ R e sia
gs ∈ pi l’unico elemento tale che s˜(1) ∈ gs(R). Denotiamo con ˜Homeo+ (S1)
il gruppo degli omeomorfismi della retta reale (che e` rivestimento univer-
sale di S1) ottenuti come sollevamento di elementi di Homeo+
(
S1
)
, ovvero
omeomorfismi crescenti di R che commutano con traslazioni intere. Fissiamo
anche un arco
h˜s : [0, 1] −→ ˜Homeo+ (S1),
tale che h˜s(0) = Id e h˜s(1) = ρ˜ (gs), dove quest’ultimo e` il sollevamento di
ρ (gs) che manda 0 ∈ R in un punto di [0, 1) ⊆ R; denotiamo infine con
hs(t) la proiezione di h˜s(t) su Homeo
+
(
S1
)
. Allora definiamo la sezione
σs : [0, 1]→ Eρ come:
σs(t) = j (s˜(t), hs(t) (θ0)) .
Osserviamo che effettivamente si tratta di una sezione dell’1-simplesso s
(cioe` che p (σs(t)) = s(t)) e che σs(0) = σs(0) e σs(1) = σs(1).
Consideriamo ora un 2-simplesso singolare s : ∆2 →M e denotiamo con
e0, e1, e2 i vertici di ∆
2; sia
s˜ : ∆2 −→ M˜
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l’unico sollevamento di s tale che s˜(e0) ∈ R. Indichiamo con g1, g2 ∈ pi gli
elementi tali che
s˜(e1) ∈ g1R, s˜(e2) ∈ g1g2R.
Fissando il 2-simplesso s, il fibrato pull-back Es di E rispetto ad s ammette
la banalizzazione locale ψs con
ψ−1s : ∆
2 × S1 −→ Es, (x, θ) 7→ j (s˜(x), θ) .
Inoltre, poiche´ la sezione costruita per gli 1-simplessi estende quella costruita
per gli 0-simplessi, ha senso considerare la sezione
σ∂s : ∂∆
2 −→ Es,
ottenuta concatenando σ∂is, per i = 0, 1, 2. Al fine di calcolare la coca-
tena z(s) che e` rappresentante della classe di Eulero, vogliamo descrivere
esplicitamente l’applicazione
piS1 ◦ ψs ◦ σ∂s : ∂∆2 −→ S1.
Se α : [0, 1] → M e` un arco, indichiamo con α˜ il sollevamento di α in M˜
con punto iniziale appartenente ad R e con α−1 l’arco inverso, cioe` tale che
α−1(t) = α(1− t).
Per come abbiamo definito s˜ si ha dunque che
∂2s˜ = ∂˜2s, ∂0s˜ = g1 ◦ ∂˜0s, (∂1s˜)−1 = g1g2 ◦ ˜(∂1s)−1.
Ponendo εi = (−1)i, come fatto precedentemente possiamo associare a
ciascun 1-simplesso (∂is)
εi l’arco
hi := h(∂is)εi : [0, 1] −→ Homeo+
(
S1
)
,
tale che
σ(∂is)εi (t) = j
(
(˜∂is)
εi(t), hi(t)(θ0)
)
,
indicando con h˜i : [0, 1] → ˜Homeo+ (S1) il sollevamento di hi tale che
h˜i(0) = Id e, rispettivamente,
h˜2(1) = ρ˜ (g1), h˜0(1) = ρ˜ (g2), h˜1(1) =
˜ρ (g1g2)−1.
Allora definiamo, per i = 0, 1, 2, gli archi αi : [0, 1]→ S1 dati da
α2(t) = h2(t) (θ0) , α0(t) = ρ (g1)h0(t)(θ0), α1(t) = ρ (g1g2)h1(t)(θ0);
e gli archi
βi(t) = ((∂is˜)
εi (t), αi(t)) ∈ M˜ × S1.
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Abbiamo quindi che l’applicazione piS1 ◦ψs ◦ σ∂s di cui vogliamo calcolare il
grado z(s) ∈ pi1(S1) = Z e` data dalla concatenazione
γ = α2 ∗ α0 ∗ α1 : [0, 3] −→ S1.
Per calcolare z(s) osserviamo che il sollevamento γ˜ : [0, 3] → R della curva
γ tale che γ˜(0) = 0 e` dato da
γ˜ = α˜2 ∗ α˜0 ∗ α˜1,
dove
α˜2(t) = h˜2(t)(0), α˜0(t) = ρ˜(g1)h˜0(t)(0), α˜1(t) = ρ˜(g1)ρ˜(g2)h˜1(t)(0).
Dunque
z(s) = γ˜(3) = α˜1(1) = ρ˜(g1)ρ˜ (g2)h˜1(1)(0) = ρ˜(g1)ρ˜ (g2)
˜ρ (g1g2)−1(0).
Abbiamo dunque calcolato esplicitamente un rappresentante z della classe
di Eulero di un fibrato in cerchi piatto.
Osservazione 2.13. Il rappresentante della classe di Eulero z costruito per
fibrati in cerchi piatti, valutato in qualunque 2-simplesso s, e` tale che
z(s) ∈ {0, 1} .
Infatti, ρ˜(g1), ρ˜ (g2) e
˜ρ (g1g2)−1 sono elementi di ˜Homeo+ (S1) che mandano
0 in un punto di [0, 1) e, identificando Z con il sottogruppo di ˜Homeo+ (S1)
delle traslazioni intere, si ha che
ρ˜(g1)ρ˜ (g2)
˜ρ (g1g2)−1 = τz(s) =⇒ ρ˜ (g2) ˜ρ (g1g2)−1 =
[
ρ˜(g1)
]−1
τz(s),
dove τz(s) indica la traslazione di passo z(s). Dunque, valutando tali omeo-
morfismi in 0 si ottiene
ρ˜ (g2)
˜ρ (g1g2)−1(0) =
[
ρ˜(g1)
]−1
(0 + z(s)) =
[
ρ˜(g1)
]−1
(0) + z(s).
Poiche´ gli omeomorfismi in questione sono crescenti si ha che
0 ≤ ˜ρ (g1g2)−1(0) < 1;
0 ≤ ρ˜ (g2)(0) ≤ ρ˜ (g2) ˜ρ (g1g2)−1(0) ≤ ρ˜ (g2)(1) = ρ˜ (g2)(0) + 1 < 2;
allora
z(s) = ρ˜ (g2)
˜ρ (g1g2)−1(0)−
[
ρ˜(g1)
]−1
(0)
e` differenza di un numero che giace in [0, 2) ed uno che giace in [0, 1), ed e`
intero, quindi z(s) ∈ {0, 1}.
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Ricordiamo che se M e` una varieta` compatta ed orientabile di dimensione
n+1 allora Hn (M,Z) e` canonicamente isomorfo a Z, infatti Hn (M,Z) ha un
generatore preferito, costituito dalla classe fondamentale [M ], dunque si puo`
associare in modo canonico a ciascun elemento [z] ∈ Hn (M,Z) il numero
〈[z], [M ]〉 ∈ Z.
Allora se p : E →M e` un fibrato in cerchi e M e` una superficie compatta ed
orientabile, possiamo identificare la classe di Eulero eu(E) in modo canonico
con il numero
〈eu(E), [M ]〉 ∈ Z.
Definizione 2.14. Definiamo il numero descritto sopra come numero di
Eulero del fibrato E, che indicheremo ancora con eu(E).
2.3 Classe di Eulero Relativa
Nel caso di una superficie M con bordo la classe di Eulero appena descritta
non da` alcuna informazione, dato che H2 (M,Z) e` banale. Osserviamo anche
che pi = pi1(M) e` un gruppo libero di un certo rango k, dunque
Rep (pi,G) ∼= Gk,
che e` connesso. Vogliamo quindi considerare soltanto le rappresentazioni
che soddisfino una certa condizione sulle componenti di bordo di M . Per
studiarne la topologia fisseremo sul bordo di M sezioni del fibrato.
L’idea e` quella di considerare una sezione del fibrato piatto sulle com-
ponenti di bordo di M e studiare la possibilita` di estenderla ad una se-
zione globale; questo dipendera` ovviamente dalla scelta della sezione sulle
componenti di bordo.
Fissando una componente di bordo C ⊆ ∂S, possiamo considerarne una
parametrizzazione
α : [0, 1] −→ ∂M,
con α(0) = α(1). Fissiamo un elemento [α] ∈ pi del gruppo fondamentale
rappresentato da un laccio liberamente omotopo ad α, e fissiamo una rap-
presentazione ρ ∈ Rep (pi,G). Per la Proposizione 1.7 si ha che, se ρ ([α]) e`
iperbolico o parabolico in G, esiste un unico sottogruppo ad un parametro
g : R→ PSL(2,R) tale che g1 = ρ ([α]).
Nell’ipotesi in cui ρ ([α]) non sia ellittico, vogliamo costruire una sezio-
ne del fibrato piatto Eρ =
(
M˜ × S1
)
/˜ (definito al Paragrafo 2.1) sulle
componenti di bordo di M . Un modo naturale per farlo e` il seguente:
s (α) : [0, 1] −→ Eρ, t 7→ (α˜(t), gt (p)) ;
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dove indichiamo con α˜ il sollevamento di α nel rivestimento universale M˜
che giace sulla componente di bordo lasciata invariante da [α] e con p ∈ S1
un fissato punto. Si tratta effettivamente di una sezione della componente
di bordo, infatti:
s [α] (0) = [α˜(0), g0 (p)] = [α˜(0), p] ;
s [α] (1) = [α˜(1), g1 (p)] = [[α] · α˜(0), ρ ([α]) (p)] = [α˜(0), p] ;
dove l’ultima uguaglianza e` valida dato che stiamo considerando le classi di
equivalenza in Eρ. Si verifica facilmente che essa non dipende dalla scelta
dell’elemento [α].
La sezione appena costruita e` detta sezione speciale della componente di
bordo C ⊆ ∂M .
Dunque, se ϕ ∈ Rep (pi,G) e` tale che l’immagine ϕ (C) di ciascuna com-
ponente di bordo di M non e` ellittica, considero la sezione data dalle sezioni
speciali delle componenti di bordo del fibrato in cerchi piatto associato alla
rappresentazione ϕ. Come fatto nel caso di superfici chiuse, si considera-
no i 2-simplessi sulla superficie e si estende la sezione agli 1-simplessi ed e`
possibile costruire un elemento
eu (ϕ, s) ∈ H2 (M,∂M ;Z) ,
che costituisce un’ostruzione all’esistenza di una sezione globale che estenda
quella fissata al bordo.
Come nel caso di superfici chiuse, e` possibile identificare in modo cano-
nico la classe di Eulero di una rappresentazione con
〈eu(ϕ, s), [M ]〉 ∈ Z,
dove [M ] e` il generatore fondamentale di H2 (M,∂M ;Z).
2.4 Seconda Classe di Ostruzione
E` possibile definire alcune classi di ostruzione sullo spazio delle rappresen-
tazioni in un gruppo di Lie. La classe di ostruzione piu` facile da costruire
e` la prima classe di ostruzione; condizione necessaria all’esistenza di una
sezione globale del fibrato piatto e` che tale classe sia nulla. Tuttavia, la
prima classe di ostruzione e` identicamente nulla nel caso in cui il gruppo di
Lie sia connesso. Dato che G = PSL(2,R) e` connesso, nel nostro caso la
prima classe di ostruzione non da` alcuna informazione utile. Consideran-
do questo particolare caso vediamo allora come costruire un’altra classe di
ostruzione in modo piu` articolato, ma che possa fornire alcune informazioni
dato che puo` non essere identicamente banale nel caso in cui il gruppo di
Lie sia connesso.
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2.4.1 Caso di Superfici Chiuse
Sia S una superficie chiusa orientata di genere g > 1; poiche´ G = PSL(2,R)
e` tale che pi1(G) = Z si ha che
H2 (S;pi1(G)) ∼= H0 (S;pi1(G)) ∼= pi1(G) ∼= Z.
Allora possiamo definire la seconda classe di ostruzione di ϕ ∈ Rep(pi,G)
come un elemento o2 (ϕ) ∈ pi1(G).
Fissato ϕ ∈ Rep(pi,G), siano a1, b1, . . . , ag, bg i generatori standard di pi,
che soddisfano la relazione
Rg(a1, b1, . . . , ag, bg) = [a1, b1] · · · · · [ag, bg] = Id .
Scegliamo arbitrariamente ϕ˜(a1), ϕ˜(b1), . . . , ϕ˜(ag), ϕ˜(bg) controimmagini di
ϕ(a1), ϕ(b1), . . . , ϕ(ag), ϕ(bg) tramite il rivestimento universale G˜ → G; al-
lora si ha che
Rg
(
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1), . . . , ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
)
∈ ker
(
G˜→ G
) ∼= pi1(G) ∼= Z.
Definizione 2.15. Con la notazione usata sopra, definiamo la seconda
classe di ostruzione come l’applicazione
o2 : Rep (pi,G) −→ pi1(G); ϕ 7→ Rg
(
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1), . . . , ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
)
.
Osservazione 2.16. Il fatto che la definizione appena data non dipenda dai
generatori scelti sara` conseguenza della Proposizione 2.17. Inoltre, fissando
i generatori, osserviamo che l’elemento Rg
(
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1), . . . , ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
)
non dipende dalle controimmagini scelte; infatti due elementi di una stessa
fibra differiscono per moltiplicazione per un qualche elemento del nucleo del
rivestimento (contenuto del centro di G). Dunque si ha che se X˜1 e X˜2 sono
due sollevamenti distinti di X e Y˜1 e Y˜2 sono due sollevamenti distinti di Y ,
esistono z1, z2 ∈ ker
(
G˜→ G
)
tali che
X˜2 = z1X˜1; Y˜2 = z2Y˜1.
Allora [
X˜2, Y˜2
]
= z1X˜1z2Y˜1X˜
−1
1 z
−1
1 Y˜
−1
1 z
−1
2 =
= X˜1Y˜1X˜
−1
1 z2z1z
−1
1 z
−1
2 Y˜
−1
1 =
[
X˜1, Y˜1
]
.
Notiamo che o2 e` una funzione continua, infatti se si variano le immagini
dei generatori con elementi vicini, sara` possibile scegliere delle controimma-
gini tramite il rivestimento universale sufficientemente vicine a quelle scelte
per il primo insieme di generatori. Allora la loro immagine tramite Rg
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sara` vicino a Rg
(
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1), . . . , ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
)
, dato che Rg e` continua.
Allora o2 e` una funzione continua a valori in Z, che e` discreto, dunque e`
costante sulle componenti connesse. Questo e` di particolare interesse per
noi, perche´ possiamo quindi studiare le componenti connesse dello spazio
delle rappresentazioni Rep (pi,PSL(2,R)) studiando le controimmagini della
seconda classe di ostruzione.
Il risultato chiave per il proseguimento della trattazione e` il fatto che la
seconda classe di ostruzione di una rappresentazione coincide con la classe
di Eulero del fibrato piatto ad essa associato.
Proposizione 2.17. Considerando una rappresentazione ϕ ∈ Rep (pi,G),
dove pi e` il gruppo fondamentale della superficie chiusa Sg di genere g di cui
consideriamo i generatori standard a1, b1, . . . , ag, bg, si ha che
eu (ϕ) =
[
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1)
]
· . . . ·
[
ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
]
,
dove, se γ ∈ pi, ϕ˜ (γ) e` un sollevamento di ϕ (γ) in G˜ .
Dimostrazione. Consideriamo la triangolazione di S ottenuta triangolando
il 4g-agono di cui S e` proiezione, pensando la somma dei simplessi cos`ı
ottenuti come un elemento di H2 (S,Z). Per i = 1, . . . , g sia
wi =
i∏
j=1
[ai, bi] ;
osserviamo in particolare che wg = Id. Fissando un punto xo ∈ S˜, indichia-
mo con la coppia (g1, g2) ∈ G × G un’opportuna parametrizzazione della
proiezione su S del triangolo della triangolazione del 4g-agono avente vertici
in x0, g1x0 e g1g2x0.
Figura 2.1: 4g-agono, con g = 4.
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Definiamo allora
R1 = (a1, b1) +
(
a1b1, a
−1
1
)
+
(
a1b1a
−1
1 , b
−1
1
)− (a1, a−11 )+
− (b1, b−11 )− 2 (1, 1) ,
Rg = (wg−1, ag) + (wg−1ag, bg) +
(
wg−1agbg, a−1g
)
+
+
(
wg−1agbga−1g , b
−1
g
)− (ag, a−1g )− (bg, b−1g )− (1, 1) ,
Ri = (wi−1, ai) + (wi−1ai, bi) +
(
wi−1aibi, a−1i
)
+
+
(
wi−1aibia−1i , b
−1
i
)− (ai, a−1i )− (bi, b−1i )− 2 (1, 1) ,
con i = 2, . . . , g − 1. Osserviamo che, se i 6= 1, . . . , g, Ri rappresenta il
triangolo ottenuto sommando quattro triangoli consecutivi con lati opposti
al vertice x0 dati da ai, bi, a
−1
i , b
−1
i ed alcuni triangoli degeneri; R1 ed Rg
sono invece somma di tre triangoli che hanno lati opposti al vertice Id ri-
spettivamente uguali a b1, a
−1
1 , b
−1
1 e ag, bg, a
−1
g ed alcuni triangoli degeneri.
Osserviamo che
∂R1 = a1 + b1 − a1b1 + a1b1 + a−11 − a1b1a−11 + a1b1a−11 + b−11 +
− [a1, b1]− a1 − a−11 + 1− b1 − b−11 + 1− 2 = − [a1, b1] = −w1
∂Ri = wi−1 + ai + bi + a−1i + b
−1
i − wi−1 [ai, bi]− ai − a−1i + 1 +
−bi − b−1i + 1− 2 = wi−1 − wi, se i = 2, . . . , g.
La presenza dei triangoli degeneri fa in modo che la somma R =
∑g
i=1Ri
sia un ciclo ed essa rappresenta la classe fondamentale di H2 (Sg,Z).
Allora, considerando il rappresentante z della classe di Eulero descrit-
to al Paragrafo 2.2, e denotando con Ri anche la corrispondente somma di
2-simplessi singolari, si ha che eu (ϕ) =
∑g
i=1 z (Ri) (dove stiamo conside-
rando H2 (Sg,Z) come il gruppo additivo Z). Poiche´ se uno tra g1 e g2
associati ad un 2-simplesso s e` pari a 1 si ha che z(s) e` nullo, abbiamo che:
z (R1) = ϕ˜ (a1)ϕ˜ (b1)ϕ˜ (a1b1)
−1
ϕ˜ (a1b1)ϕ˜
(
a−11
) ˜
ϕ
(
a1b1a
−1
1
)−1
˜ϕ
(
a1b1a
−1
1
)
ϕ˜
(
b−11
)
ϕ˜ (w1)
−1(
ϕ˜ (a1)ϕ˜
(
a−11
))−1(
ϕ˜ (b1)ϕ˜
(
b−11
))−1
=
= ϕ˜ (a1)ϕ˜ (b1)ϕ˜
(
a−11
)
ϕ˜
(
b−11
)
ϕ˜ (w1)
−1
ϕ˜
(
a−11
)−1
ϕ˜ (a1)
−1
ϕ˜
(
b−11
)−1
ϕ˜ (b1)
−1
=
ϕ˜ (a1)ϕ˜ (b1)ϕ˜ (a1)
−1
ϕ˜ (b1)
−1
ϕ˜ (w1)
−1
=
=
[
ϕ˜ (a1), ϕ˜ (b1)
]
ϕ˜ (w1)
−1
;
dove la penultima uguaglianza segue dal fatto che ϕ˜
(
a−11
)−1
ϕ˜ (a1)
−1
e
ϕ˜
(
b−11
)−1
ϕ˜ (b1)
−1
sono elementi centrali di G˜.
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Analogamente, per i = 2, . . . , g, si ha che:
z (Ri) = ˜ϕ (wi−1)ϕ˜ (ai) ˜ϕ (wi−1ai)
−1 ˜ϕ (wi−1ai)ϕ˜ (bi) ˜ϕ (wi−1aibi)
−1
˜ϕ (wi−1aibi)ϕ˜
(
a−1i
) ˜ϕ (wi−1aibia−1i )−1
˜ϕ
(
wi−1aibia−1i
)
ϕ˜
(
b−1i
) ˜ϕ (wi−1aibia−1i b−1i )−1(
ϕ˜ (ai)ϕ˜
(
a−1i
))−1(
ϕ˜ (bi)ϕ˜
(
b−1i
))−1
=
= ˜ϕ (wi−1)ϕ˜ (ai)ϕ˜ (bi) ˜ϕ (wi−1)ϕ˜
(
a−1i
)
ϕ˜
(
b−1i
)
ϕ˜ (wi)
˜ϕ (wi−1)ϕ˜ (ai)ϕ˜ (bi)ϕ˜ (ai)
−1
ϕ˜ (bi)
−1
ϕ˜ (wi)
−1
=
= ˜ϕ (wi−1)
−1 [
ϕ˜ (ai), ϕ˜ (bi)
]
ϕ˜ (wi)
−1
.
Abbiamo allora che
eu (ϕ) =
g∏
i=1
z (Ri) =
[
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1)
]
· . . . ·
[
ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
]
= o2 (ϕ) ,
dove abbiamo sfruttato il fatto che ϕ˜ (wg)
−1
= Id.
2.4.2 Caso di Superfici con Bordo
Sara` di particolare interesse anche il caso in cui la superficie S abbia bordo;
in tal caso il gruppo fondamentale della superficie, che anche in questo caso
denoteremo con pi, e` finitamente generato e puo` essere presentato come
pi = 〈a1, b1, . . . , ag, bg, c1, . . . , ck |Rg (a1, b1, . . . ag, bg) · c1 · · · ck = Id〉 ,
dove c1, . . . , ck sono opportuni lacci omotopi alle componenti di bordo della
superficie S.
Fissata una rappresentazione ϕ ∈ Rep(pi,G), supponiamo che per ogni
i = 1, . . . , k valga
ϕ(ci) ∈ {Id} ∪Hyp∪Par,
dunque ogni ϕ (ci) ammette un unico sollevamento
ϕ˜ (ci) ∈ Hyp0 = {Id} ∪Hyp0 ∪Par0 ⊆ G˜.
Allora, scegliendo arbitrariamente ϕ˜ (aj), ϕ˜ (bj) in G˜ sollevamenti di ϕ (aj)
e ϕ (bj), per ogni j = 1, . . . , g, anche in questo caso si ha che
o2(ϕ) := Rg
(
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1), . . . , ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
)
· ϕ˜ (c1) · · · ϕ˜ (ck) ∈ ker
(
G˜→ G
)
ovvero, si tratta di un elemento zn per qualche n ∈ Z. Abbiamo quindi defi-
nito la seconda classe di ostruzione anche per rappresentazioni in Rep (pi,G)
tali che l’immagine delle componenti di bordo non e` ellittica.
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Osservazione 2.18. Se consideriamo la rappresentazione ϕ ed indichiamo
con σ la banalizzazione speciale su una certa componente di bordo ci del
corrispondente G-fibrato piatto associato a ϕ, vale che
eu (ϕ, σ) = o2 (ϕ) · [S] ,
dove [S] ∈ H2 (S, ∂S) e` la classe fondamentale di S in coomologia. Dunque,
mediante l’identificazione descritta precedentemente, si ha che
eu (ϕ, σ) = o2 (ϕ) .
Sara` utile in seguito la proprieta` di additivita` della classe di Eulero
relativa.
Proposizione 2.19. Consideriamo una superficie M che e` unione di due
superfici M1, M2, le quali si intersecano in una componente di bordo, che
chiamiamo c. Supponiamo che la rappresentazione ϕ ∈ Rep (pi,G) sia tale
che per ogni componente di bordo C di M1 o M2 l’isometria ϕ (C) non e`
ellittica. Allora:
o2 (ϕ|M ) = o2 (ϕ|M1) + o2 (ϕ|M2) ,
ovvero, in termini della classe di Eulero relativa, si ha che
eu (ϕ) = eu
(
ϕ
∣∣
pi1(M1)
)
+ eu
(
ϕ
∣∣
pi1(M2)
)
,
dove le classi di Eulero relative sono calcolate rispetto alla sezione speciale.
Dimostrazione. Se la superficie M1 ha genere g e i componenti di bordo,
una presentazione del suo gruppo fondamentale e`
pi1 (M1) = 〈a1, b1, . . . , ag, bg, c1, . . . , ci |Rg (a1, b1, . . . , ag, bg) c1 · · · ci = Id〉 ,
dove c1 = c.
Analogamente, se M2 ha genere h e j componenti di bordo, una presen-
tazione del suo gruppo fondamentale e`
pi1 (M2) =
〈
a′1, b
′
1, . . . , a
′
h, b
′
h, c
′
1, . . . , c
′
j |Rg
(
a′1, b
′
1, . . . , a
′
h, b
′
h
)
c′1 · · · c′j = Id
〉
,
dove c′j = c
−1. Si ha quindi che la superficie M = M1 ∪M2 ha genere g + h
e i+ j − 2 componenti di bordo; e` possibile inoltre presentare il suo gruppo
fondamentale come
pi1 (M) =
〈
a1, b1, . . . , ag, bg, a
′
1, b
′
1, . . . , a
′
h, b
′
h, c
′
1, . . . , c
′
j−1, c2, . . . , ci |
Rg+h
(
a1, b1, . . . , ag, bg, a
′
1, b
′
1, . . . , a
′
h, b
′
h
)
c′1, . . . , c
′
j−1, c2, . . . , ci = Id
〉
.
Allora la seconda classe di ostruzione della rappresentazione ϕ ristretta a
M1 e` data da
o2 (ϕ|M1) = Rg
(
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1), . . . , ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
)
ϕ˜(c1), · · · , ϕ˜(ci),
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che sara` uguale ad un certo zm ∈ ker
(
G˜→ G
)
. Allora stesso modo si avra`
che la seconda classe di ostruzione della rappresentazione ϕ ristretta a M2
e` data da
o2 (ϕ|M2) = Rh
(
ϕ˜(a′1), ϕ˜(b′1), . . . , ϕ˜(a′h), ϕ˜(b
′
h)
)
ϕ˜(c′1), · · · , ϕ˜(c′j),
che sara` uguale a zn ∈ ker
(
G˜→ G
)
.
Per la presentazione data del gruppo fondamentale di M , abbiamo che
la seconda classe di ostruzione di ϕ e`
o2 (ϕ) = Rg+h
(
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1), . . . , ϕ˜(ag), ϕ˜(bg), ϕ˜(a′1), ϕ˜(b′1), . . . , ϕ˜(a′h), ϕ˜(b
′
h)
)
·
·ϕ˜(c′1) · · · ϕ˜(c′j−1) · ϕ˜(c2) · · · ϕ˜(ci) =
Rg
(
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1), . . . , ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
)
·Rh
(
ϕ˜(a′1), ϕ˜(b′1), . . . , ϕ˜(a′h), ϕ˜(b
′
h)
)
·
·ϕ˜(c′1) · · · ϕ˜(c′j−1) · ϕ˜(c)
−1 · ϕ˜(c) · ϕ˜(c2) · · · ϕ˜(ci) =
Rg
(
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1), . . . , ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
)
· o2 (ϕ|M2) · ϕ˜(c) · ϕ˜(c2) · · · ϕ˜(ci) =
zm ·Rg
(
ϕ˜(a1), ϕ˜(b1), . . . , ϕ˜(ag), ϕ˜(bg)
)
· ϕ˜(c1) · ϕ˜(c2) · · · ϕ˜(ci) = zm · zn = zm+n.
Poiche´, per l’osservazione precedente, le classi di Eulero relative di ϕ ri-
stretto a M1 e M2 (rispetto alla sezione speciale) sono eu (ϕ|M1) = m e
eu (ϕ|M2) = n, si ha che
eu (ϕ) = n+m = eu
(
ϕ|pi1(M1)
)
+ eu
(
ϕ|pi1(M2)
)
.
Osservazione 2.20. L’additivita` vale in generale per una decomposizione
in n sottosuperfici che si intersecano anche in piu` componenti di bordo.
Se si considera su ogni blocco una decomposizione in sottosuperfici che si
intersecano in al piu` una componente di bordo (esiste sempre; lo vedremo nel
prossimo capitolo), e` possibile applicare la Proposizione 2.19 per induzione
sul numero di blocchi.
2.5 Disuguaglianza di Milnor - Wood
Dimostriamo adesso un primo risultato, dimostrato da Milnor in [Mil58] e
Wood in [Woo71], che ci permettera` di fare alcune osservazioni sui valori
assunti dalle classi di Eulero di fibrati in cerchi piatti di superfici Sg chiuse
di genere g. Ricordiamo che la caratteristica di Eulero di una superficie S
di genere g con b componenti di bordo e`
χ(S) = 2− 2g − b.
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Vediamo quali valori sono sicuramente assunti dalle classi di Eulero di certi
fibrati in cerchi:
Proposizione 2.21. Per ogni g ≥ 2 esiste p : E → Sg un fibrato in cerchi
piatto tale che
| eu(E)| = −χ(Sg).
Dimostrazione. Sia pi = pi1(Sg) il gruppo fondamentale della superficie; e`
noto che Sg ammette una metrica iperbolica, che pi si puo` identificare con
un sottogruppo discreto di Isom+(H2) e che la superficie iperbolica Sg si
ottiene come quoziente di H2 per l’azione del sottogruppo di isometrie pi.
Come gia` ricordato nel Paragrafo 1.1.2, e` possibile estendere ogni elemento
di pi ad un omeomorfismo di ∂H2, ovvero pi agisce su ∂H2. Sia ora T1H2 il
fibrato tangente unitario di H2, indichiamo con γv l’unico raggio geodetico
con velocita` iniziale v ∈ T1H2, e consideriamo l’omeomorfismo
Ψ : T1H2 −→ H2 × ∂H2, Ψ(v) = (p(v), [γv]) .
Poiche´ pi agisce anche su T1H2 mediante i differenziali delle isometrie, e
l’applicazione Ψ e` invariante rispetto a tale azione, si ha che il quoziente
di T1H2 per l’azione di pi puo` essere identificato con T1Sg. D’altra parte,
essendo ∂H2 omeomorfo ad S1, per quanto dimostrato nel Paragrafo 2.1 si
ha che il quoziente di H2 × ∂H2 per l’azione diagonale di pi e` un fibrato
in cerchi piatto. Dunque T1Sg ammette una struttura di fibrato piatto;
vogliamo dunque mostrare che
| eu (T1Sg) | = 2g − 2.
Ma cio` segue dal fatto che T1Sg e` isomorfo al fibrato in cerchi associato al
fibrato tangente di Sg e dal fatto che eu(TM) = χ(M).
Per i dettagli della dimostrazione rimandiamo a [Fri].
Vediamo ora alcuni risultati intermedi che ci permetteranno di dimo-
strare un importante risultato dovuto a Wood ([Woo71]), che ci fornira` una
stima del numero di Eulero di fibrati in cerchi piatti di superfici chiuse.
Definizione 2.22. La classe di Eulero reale di un fibrato p : E → M e`
l’immagine euR(E) ∈ H2 (M,R) della classe di Eulero eu(E) ∈ H2 (M,Z)
tramite l’ovvio omomorfismo di cambio di coefficienti.
Se ρ ∈ Rep (pi1(M),Homeo+(S1)), la sua classe di Eulero reale sara` la
classe di Eulero reale del fibrato in cerchi ad essa associato.
Infine, definiamo la norma di euR(E) ∈ H2 (M,R) come
|| euR(E)||∞ = inf
{
||z||∞ ∈ Z2 (M,R)
∣∣∣ [z] = euR(E)}
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Lemma 2.23. Sia pi : E →M un fibrato in cerchi piatto. Allora
|| euR(E)||∞ ≤ 1
2
.
Dimostrazione. Nel Paragrafo 2.2 abbiamo costruito esplicitamente un rap-
presentante z di eu (E) che su ogni 2-simplesso assume valori nell’insieme
{0, 1} (si veda l’Osservazione 2.13).
Se consideriamo la cocatena ϕ ∈ C1 (M,R) tale che ϕ (s) = −1
2
per ogni
1-simplesso s, abbiamo che l’elemento
z′ = z + δϕ ∈ C2 (M,R)
e` un rappresentante di euR (E) e si ha che z′ e` a valori nell’insieme
{
−1
2
,
1
2
}
.
Possiamo quindi concludere che
|| euR(E)||∞ ≤ ||z′||∞ = 1
2
.
Introduciamo ora la definizione di volume simpliciale di superfici, intro-
dotta da Gromov in [Gro82]
Definizione 2.24. Considerando lo spazio delle catene Cn (X,R), con n ≥ 0
ed X spazio topologico, definiamo la norma `1 di una catena come∥∥∥∑ aisi∥∥∥
1
=
∑
|ai|.
Tale norma induce una seminorma su Hn (X,R).
Se M e` una superficie chiusa ed orientabile, denotiamo con [M ]Z la
classe fondamentale di H2 (M,Z) e con
[M ] = [M ]R ∈ H2 (M,R)
l’immagine di [M ]Z tramite l’omomorfismo di cambio dei coefficienti. Defi-
niamo il volume simpliciale di M come
‖M‖ = ‖[M ]‖1 .
Osserviamo che, dato un 2-simplesso singolare σ : ∆2 → X con X spazio
topologico, per ogni permutazione τ dei vertici di ∆2 esiste un unico iso-
morfismo affine fτ di ∆
2 in se´ che la realizza. Allora ha senso la seguente
definizione:
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Definizione 2.25. Con la notazione utilizzata sopra, definiamo l’alterna-
tore di σ come la catena in C2 (X,R) data da
alt (σ) =
1
3!
∑
τ∈S3
ε (τ)σ ◦ fτ ,
dove ε (τ) indica il segno della permutazione.
Osservazione 2.26. Osserviamo che la norma `1 dell’alternatore di un 2-
simplesso σ e`
‖ alt (σ) ‖ ≤ 1
6
∑
τ∈S3
‖σ ◦ fτ‖ ≤ 1.
In particolare, se σ1, . . . , σk e` una triangolazione, si ha che
alt (σ1 + · · ·+ σk) = alt (σ1) + · · ·+ alt (σk)
e` un ciclo fondamentale e
‖ alt (σ1 + · · ·+ σk) ‖ ≤ k.
Quindi, se si considera la triangolazione di una superficie Sg chiusa di genere
g in 4g − 2 triangoli descritta nella Proposizione 2.17, si ha che
‖Sg‖ ≤ 4g − 2.
Quanto appena osservato ci permettera` di dimostrare il seguente fatto:
Proposizione 2.27. Sia Sg la superficie chiusa di genere g. Allora vale che
‖Sg‖ ≤ 2 |χ (Sg)| .
Dimostrazione. Per quanto detto nell’Osservazione 2.26, la classe fondamen-
tale di Sg ha volume simpliciale limitato dall’alto da 4g − 2. Si ha quindi
che
‖Sg‖ ≤ 4g − 2 = 2 |χ (Sg)|+ 2.
Possiamo pero` migliorare la stima.
Poiche´ H1 (Sg,Z) e` l’abelianizzato del gruppo fondamentale pi1 (Sg) (per
una dimostrazione di questo fatto si veda [Hat02], Teorema 2A.1), possiamo
considerare l’applicazione surgettiva
pi1 (Sg) H1 (Sg,Z) ∼= Z2g,
data dal quoziente per il derivato di pi1(Sg). Fissando un qualunque numero
naturale d ∈ N, possiamo considerare l’omomorfismo surgettivo
H1 (Sg,Z) ∼= Z2g  Z/dZ,
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dato dal quoziente per il sottogruppo dZ ⊕ Z2g−1. Dunque il nucleo dell’o-
momorfismo surgettivo
pi1 (Sg) Z/dZ
dato dalla composizione e` un sottogruppo di pi1(Sg) di indice d. Allora, per
la corrispondenza biunivoca tra sottogruppi e rivestimenti, pi1(Sg) ammette
un rivestimento a d fogli p : Sg′ → Sg. Ancora per l’Osservazione 2.26 esiste
un ciclo fondamentale zg′ per Sg′ tale che
‖zg′‖ = 2
∣∣χ (Sg′)∣∣+ 2.
Dunque, considerando
zg =
p∗
(
zg′
)
d
,
si ha che zg e` un ciclo fondamentale per Sg e, poiche´ χ
(
Sg′
)
= d · χ (Sg),
vale
‖Sg‖ ≤ ‖zg‖ =
∥∥∥∥∥p∗
(
zg′
)
d
∥∥∥∥∥ ≤
∥∥zg′∥∥
d
=
2dχ (Sg)
d
+
2
d
= 2χ (Sg) +
2
d
.
Poiche´ la scelta di d ∈ N e` arbitraria, possiamo concludere che
‖Sg‖ ≤ 2χ (Sg) .
Possiamo ora dimostrare un importante risultato dovuto a Wood [Woo71],
che ci fornira` una stima del numero di Eulero di fibrati in cerchi piatti di
superfici chiuse.
Teorema 2.28 (Disuguaglianza di Milnor - Wood). Siano p : E → Sg un
fibrato in cerchi piatto e χ− (Sg) = min {χ (Sg) , 0}. Allora,
| eu(E)| ≤ |χ− (Sg) |.
Inoltre la disuguaglianza e` ottimale, infatti esiste un fibrato in cerchi piatto
su Sg con numero di Eulero pari a |χ− (Sg) |.
Dimostrazione. Nel caso in cui g = 0, poiche´ pi1
(
S2
)
= {Id}, l’unico fibrato
piatto su S0 = S
2 e` quello banale, che ha numero di Eulero nullo. Quindi
eu (E) = 0 = |χ−
(
S2
) |.
Per il caso g ≥ 1 denotiamo con
〈. , .〉 : H2 (Sg,R)×H2 (Sg,R)→ R
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il prodotto di Kronecker; dunque il numero di Eulero di E e` esprimibile
come
〈
euR(E), [Sg]R
〉
. Dunque, per il Lemma 2.23 e per la Proposizione
2.27, abbiamo che:
| eu(E)| =
〈
euR(E), [Sg]R
〉
≤ ‖ euR(E)‖∞‖ [Sg] ‖∞ ≤ 1
2
|2χ− (Sg)| .
Il fatto che sia verificata l’uguaglianza per qualche fibrato piatto segue dalla
Proposizione 2.21, che fornisce esplicitamente il fibrato in cerchi piatto nel
caso in cui g ≥ 2.
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Capitolo 3
Componenti Connesse di
Spazi di Rappresentazioni
L’obiettivo di questa trattazione e` quello di dimostrare un risultato che
permette di conoscere esattamente il numero di componenti connesse dello
spazio di rappresentazioni Rep (pi,PSL(2,R)), dove pi e` il gruppo fondamen-
tale di una superficie chiusa di genere g ≥ 2. Lo strumento che utilizzeremo
per individuarle sara` il numero di Eulero, che ricordiamo essere costante
sulle componenti connesse dello spazio in questione.
Sara` inoltre interessante far seguire da questo teorema una descrizione
di certe componenti connesse il cui numero di Eulero assume valori estremi.
Tali risultati sono dovuti a Goldman ([Gol88]) e la dimostrazione si svi-
luppa per passi successivi: si dimostra un risultato analogo nel caso di al-
cune particolari superfici con bordo; il risultato generale seguira` poi grazie
ad argomenti di densita` ed alla possibilita` di decomporre le superfici in certi
blocchi fondamentali.
3.1 I Teoremi Principali per superfici chiuse
Enunciamo ora il teorema che dimostreremo nel resto della trattazione; de-
notiamo con Sg una superficie chiusa di genere g ≥ 2 e con pi il suo gruppo
fondamentale:
Teorema 3.1. Le componenti connesse dello spazio delle rappresentazioni
Rep (pi,PSL(2,R)) sono le controimmagini eu−1(n) del numero di Eulero al
variare di n ∈ Z nell’intervallo [χ(S);−χ(S)].
Dal Teorema 3.1 seguira` un risultato dimostrato in precedenza dallo
stesso Goldman, in [Gol80], con argomenti indipendenti.
Corollario 3.2. Sia ϕ una rappresentazione in Rep (pi,PSL(2,R)). Allora
si ha che | eu(ϕ)| = |χ(S)| se e solo se ϕ e` un isomorfismo tra pi ed un
sottogruppo discreto di PSL(2,R).
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Osservazione 3.3. Se Sg e` una superficie chiusa di genere g ≥ 2, la sua
caratteristica di Eulero e` χ(S) = 2− 2g < 0; dunque il Teorema 3.1 mostra
che Rep (pi,PSL(2,R)) ha esattamente 4g−3 componenti connesse. Grazie al
Corollario 3.2 possiamo osservare inoltre che le rappresentazioni che hanno
numero di Eulero pari a±χ(S) (caso in cui la disuguaglianza di Milnor-Wood
e` un’uguaglianza) sono tutte e sole le rappresentazioni fedeli e discrete, che
vengono chiamate rappresentazioni Fuchsiane.
Osserviamo inoltre che se ϕ e` Fuchsiana, si ha che eu (ϕ) = ±χ(S), in
quanto il fibrato in cerchi piatto costruito nella dimostrazione della Propo-
sizione 2.21 e` esattamente quello associato ad una rappresentazione fedele e
discreta.
3.2 Decomposizione massimale
Vediamo come poter decomporre in modo standard una superficie S orien-
tata e compatta in blocchi fondamentali.
Proposizione 3.4 (Decomposizione massimale di una superficie).
Sia S una superficie orientata e compatta di genere g, con b componenti di
bordo e tale che χ(M) < 0. Allora e` sempre possibile scrivere S come unione
finita di superfici Si tali che:
(i) Ogni coppia di Si e` disgiunta oppure ha in comune esattamente una
componente di bordo;
(ii) χ(Si) = −1;
(iii) Il grafo duale di S =
⋃m
i=1 Si e` un albero.
Ricordiamo che il grafo duale di tale unione di superfici ha un vertice
per ciascuna superficie Si e due vertici sono collegati da un lato se e solo
se le corrispondenti superfici hanno in comune una componente di bordo.
Inoltre, un grafo e` un albero se e` connesso e non contiene cicli.
Dimostrazione. Osserviamo che esistono soltanto due tipologie di superfici
orientate compatte con caratteristica di Eulero pari a −1: infatti se una
superficie di genere g con b componenti di bordo ha caratteristica di Eulero
χ(S) = −1, cio` significa che:
2− 2g − b = −1 ⇐⇒ 2g + b = 3 ⇐⇒ b = 3− 2g.
Poiche´ g ≥ 0 e b ≥ 0, le uniche due possibilita` sono:
(a) g = 0 e b = 3; per cui la superficie e` una sfera meno tre dischi, ovvero
un pantalone;
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Figura 3.1: Pantalone.
(b) g = 1 e b = 1; per cui la superficie e` un toro meno un disco.
Figura 3.2: Toro meno un disco.
Per l’additivita` della caratteristica di Eulero, la decomposizione desiderata
consistera` di −χ (S) = 2g + b − 2 blocchi di caratteristica pari a −1. Nel
caso della superficie chiusa di genere 2 una decomposizione massimale e`
data esattamente da due blocchi di tipo toro meno un disco. Per ogni altra
superficie compatta orientabile con caratteristica di Eulero negativa si ha
che per ogni componente Si di tipo (b) (toro meno un disco) esiste un’unica
componente Sj di tipo (a) (pantalone) tale che
∂Si ⊆ ∂Sj ,
per la prima condizione nelle ipotesi. Dunque l’unione delle componenti
di tipo pantalone e` connessa; infatti se tale unione avesse piu` componenti
connesse si avrebbe che anche l’intera superficie non e` connessa, in quanto
ogni toro meno un disco interseca una sola componente di tipo pantalone.
Inoltre l’unione delle componenti di tipo pantalone sara` una superficie di
genere 0, altrimenti il grafo duale avrebbe un ciclo, contro la terza condizione
imposta nelle ipotesi. Si ha quindi che il genere g della superficie S e` dovuto
soltanto alle componenti di tipo (b), che dunque sono esattamente g; le
componenti di tipo pantalone sono quindi −χ (S)− g = g + b− 2.
Il grafo duale della decomposizione costruita in questo modo e` connesso
dato che la superficie globale lo e`; inoltre non contiene cicli per quanto detto
sopra. Dunque il grafo duale e` un albero.
Definizione 3.5. Una tale decomposizione di una superficie S si dice de-
composizione massimale di S duale di un albero; chiameremo inoltre curve
di decomposizione le componenti di bordo di ciascuna Si.
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Esempi. Per fare alcuni esempi osserviamo che le superfici con caratteristica
di Eulero pari a -2 sono tali che b = 4− 2g e dunque possono essere solo di
tre tipologie:
• g = 0 e b = 4, ovvero la sfera meno quattro dischi; la cui decompo-
sizione e` data da due blocchi di tipo pantalone come quella data in
figura;
Figura 3.3: Sfera meno quattro dischi.
• g = 1 e b = 2, ovvero il toro meno due dischi; la cui decomposizione e`
data da un pantalone e un toro meno un disco, come in figura:
Figura 3.4: Toro meno due dischi.
• g = 2 e b = 0, ovvero la superficie chiusa di genere due, che si
decompone in due tori meno un disco, cos`ı:
Figura 3.5: Superficie di genere 2.
Nei tre casi, il grafo duale e` dato da:
Figura 3.6: Grafo delle superfici con χ=-2.
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Vediamo anche, per esempio, una decomposizione massimale della su-
perficie di genere 3 con una componente di bordo che consiste appunto di
3 + 1 − 2 = 2 blocchi di tipo pantalone e 2 blocchi del tipo toro meno un
disco. In figura riportiamo anche il suo grafo duale:
Figura 3.7: Decomposizione massimale di S3,1.
3.3 I Teoremi per superfici con bordo
Poiche´ abbiamo dimostrato che le superfici con caratteristica di Eulero −1
(pantalone e toro meno un disco) costituiscono dei blocchi fondamentali
in cui decomporre ogni superficie di genere g ≥ 2, e dato che si tratta di
superfici con bordo, enunciamo una versione generalizzata dei Teoremi 3.1
e 3.2, che dimostreremo appunto nel caso dei blocchi fondamentali.
Definizione 3.6. Sia S una superficie compatta ed orientata e sia pi il suo
gruppo fondamentale, allora denotiamo con W (S) ⊆ Rep (pi,PSL(2,R)) il
sottoinsieme dato dagli elementi ϕ tali che per ogni componente di bordo
C ⊆ ∂S si ha che
ϕ (C) ∈ Hyp .
Teorema 3.7. Sia S una superficie compatta ed orientata; considerando
la classe di Eulero relativa eu : W (S) → Z (ristretta a W (S)) si ha che le
componenti connesse di W (S) sono esattamente le controimmagini eu−1(n)
al variare di n ≤ |χ(S)|.
Osservazione 3.8. Se S non ha bordo, la condizione scritta sopra e` vera a
vuoto, dunque W (S) = Rep (pi,PSL(2,R)). Allora il Teorema 3.7 e` una
generalizzazione del Teorema 3.1.
Anche nel caso di una superficie S con bordo non vuoto esiste un risultato
che descrive esattamente quali rappresentazioni in W (S) hanno classe di
Eulero relativa che assume valori estremi ±χ(S).
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Definizione 3.9. Una rappresentazione ϕ ∈ Rep (pi,PSL(2,R)) e` olonomia
per S se esiste una metrica iperbolica su S con bordo geodetico tale che
il rivestimento universale S˜ e` isometrico ad un convesso C di H2 che e`
ϕ (pi)-invariante e tale che
S ∼= C /ϕ (pi) .
In particolare una rappresentazione per olonomia per S superficie chiusa e`
fedele e discreta.
Teorema 3.10. Con la notazione usata sopra, sia ϕ ∈ W (S). Allora vale
| eu(ϕ)| = |χ(S)| se e solo se ϕ e` una rappresentazione di olonomia per S.
Anche in questo caso, se S e` una superficie chiusa il teorema appena
enunciato e` una generalizzazione del Corollario 3.2.
Dimostreremo ora che se una rappresentazione e` olonomia per S, allora
si ha che | eu(ϕ)| = |χ(S)|; cio` ci sara` utile in seguito. Nell’ultimo capitolo
dimostreremo il viceversa nel caso di superfici chiuse e daremo una traccia
della dimostrazione per il caso di superfici con bordo non vuoto.
Dimostrazione. Sia 2S la superficie ottenuta incollando due copie di S per
il bordo, ovvero
2S = S(1) ∪∂S S(2),
dove S(1) e S(2) sono le due copie di S. Se indichiamo con g il genere e con
b il numero di componenti di bordo di S abbiamo che 2S e` una superficie
chiusa di genere 2g + b − 1. Se consideriamo la rappresentazione Φ per 2S
che ristretta alla prima copia di S coincide con ϕ, si ha che Φ e` di olonomia
per 2S, ovvero e` Fuchsiana. Per quanto detto precedentemente nel caso di
superfici chiuse, abbiamo che la classe di Eulero di Φ e` massima in modulo,
cioe`:
eu (Φ) = ±χ (2S) = ± (2(2g + b− 1)− 2) = ± (4g + 2b− 4) .
Per l’additivita` della classe di Eulero (Proposizione 2.19) abbiamo che
eu (Φ) = eu (Φ|S(1)) + eu (Φ|S(2)) .
Poiche´ entrambi gli addendi devono essere in modulo minori o uguali a
|χ (S) | (si veda l’Osservazione 4.20), si ha che
eu (Φ|S) = eu (ϕ) = ±χ (S) .
Capitolo 4
Superfici a caratteristica -1
In questo capitolo introdurremo alcuni invarianti e dimostreremo alcune
proprieta` per poi dimostrare il Teorema 3.7 nel caso di superfici con carat-
teristica di Eulero pari a −1.
4.1 Il Carattere
Se consideriamo un gruppo libero pi generato liberamente da A e B, ed un
elemento ρ dello spazio delle rappresentazioni Rep (pi,G), l’applicazione di
valutazione descritta in 1.2 fornisce un’identificazione tra Rep (pi,G) e G2
perche´ tra i generatori non sussistono relazioni.
Benche´ in questa trattazione si considerino spazi di rappresentazioni a
valori in spazi di matrici reali, e` utile dimostrare alcune proprieta` per ca-
ratteri di rappresentazioni in SL(2,C) adattando poi il risultato al caso di
rappresentazioni in SL(2,R).
Consideriamo allora la seguente definizione:
Definizione 4.1. Sia
χ : SL (2,C)× SL (2,C) −→ C3; (X,Y ) 7→ (tr(X), tr(Y ), tr(XY )) ;
Allora se identifichiamo la rappresentazione ρ ∈ Rep (pi,SL(2,C)) con la
coppia (ρ(A), ρ(B)) ∈ SL (2,C)×SL (2,C), definiamo carattere di ρ il vettore
χ(ρ(A), ρ(B)) ∈ C3.
Definiamo inoltre il polinomio
κ : C3 −→ C, (x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2 − xyz − 2.
Proposizione 4.2. L’applicazione χ : SL (2,C)× SL (2,C) −→ C3 e`:
(i) invariante rispetto all’azione di GL(2,C) per coniugio;
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(ii) surgettiva;
(iii) κ (χ (X,Y )) = tr [X,Y ];
(iv) κ (χ (X,Y )) = 2 se e solo se esiste una retta in C2 invariante sia per
X che per Y .
Dimostrazione. (i) Poiche´ la traccia e` invariante per coniugio si ha che,
se P ∈ GL(2,C),
tr(PXP−1) = tr(X); tr(PY P−1) = tr(Y ); tr(PXY P−1) = tr(XY );
dunque χ e` GL(2,C)-invariante.
(ii) Fissiamo (x, y, z) ∈ C3.
Se x 6= ±2, siano ξ, δ ∈ C tali che ξ2 = x2 − 4 e δ2 = κ (x, y, z) − 2.
Allora se
X =
( x−ξ
2 0
0 x+ξ2
)
, Y =
(
y
2 +
xy−2z
2ξ
δ
ξ
− δξ y2 − xy−2z2ξ
)
,
si verifica facilmente che χ (X,Y ) = (x, y, z). In modo analogo si
costruiscono X ed Y nel caso in cui y 6= 2.
Nel caso in cui (x, y, z) = (±2,±2, z), con z ∈ C, definendo b2 = 2− z,
con
X =
( ±1 0
−1 ±1
)
, Y =
( ±1 + b 2− z
−1 ±1− b
)
,
si ha che χ (X,Y ) = (x, y, z).
Se invece (x, y, z) = (±2,∓2, z), definendo b2 = −2− z, basta scegliere
X =
( ±1 0
−1 ±1
)
, Y =
( ∓1 + b −2− z
−1 ∓1− b
)
,
affinche´ χ (X,Y ) = (x, y, z).
Abbiamo dunque che l’applicazione χ e` surgettiva.
(iii) La tesi segue dal conto esplicito dei due termini dell’uguaglianza, che
omettiamo perche´ lungo ma elementare.
(iv) Se (X,Y ) e` una coppia di elementi che commutano, per il punto pre-
cedente si ha che κ (χ (X,Y )) = tr [X,Y ] = tr Id = 2, ed inoltre X ed
Y hanno un autovettore in comune. La retta generata da tale vettore
e` dunque invariante per X ed Y .
Se invece la rappresentazione ha immagine non abeliana ed esiste una
retta in C2 invariante per X ed Y , significa che la rappresentazione ha
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immagine in un sottogruppo di Borel, dunque X ed Y sono coniugate
a matrici triangolari superiori. Poiche´ il commutatore e`:[(
a b
0 a−1
)
,
(
c d
0 c−1
)]
=
(
1 −d(1+a−2)+(ac)−1bc
0 1
)
,
si ha che κ (χ (X,Y )) = tr [X,Y ] = 2.
Viceversa, se la rappresentazione ρ ha immagine non abeliana e la
traccia del commutatore e` pari a 2, considerando gli elementi X1 := X
e Y1 := Y XY
−1, si ha che il carattere della coppia (X1, Y1) e` dato da
χ
(
X,Y XY −1
)
= (trX, trX, 2) ;
e coincide con il carattere di (X2, Y2) :=
(
X,X−1
)
. Poiche´ le due
coppie di matrici (X1, Y1) e (X2, Y2) non sono coniugate tra loro, si
ha che esiste una retta invariante per X ed Y ; infatti vale che se due
coppie hanno lo stesso carattere e per una non esiste nessuna retta
invariante, allora le due coppie sono coniugate (per la dimostrazione
di questo fatto si veda [CS83], Proposizione 1.5.2).
Ci chiediamo quali terne reali (x, y, z) ∈ R3 siano caratteri di rappre-
sentazioni in Rep (pi,SL(2,R)); la versione reale della Proposizione 4.2 e`
data dal seguente teorema, per la cui dimostrazione rimandiamo a [Gol88],
Teorema 4.3:
Teorema 4.3. Se (x, y, z) ∈ R3, esiste (X,Y ) ∈ SL(2,R)×SL(2,R) tale che
χ (X,Y ) = (x, y, z) se e solo se κ (x, y, z) ≥ 2 oppure almeno uno tra |x|, |y|
e |z| e` maggiore o uguale a 2.
In tal caso, se κ (x, y, z) 6= 2, la controimmagine χ−1 (x, y, z) consiste in
un’orbita per l’azione di coniugio di GL(2,R), che e` unione di due orbite per
l’azione di SL(2,R).
Osservazione 4.4. Abbiamo dunque che:
Im (χ) = R3 \ {]− 2, 2[3 ∩κ−1 (]− 2, 2[)}
Notiamo che punto (iv) dela Proposizione 4.2 non vale in generale nel
caso reale; ad esempio, due elementi ellittici di SL(2,R) con lo stesso centro
commutano, dunque la traccia del commutatore vale 2, ma non esiste alcun
sottogruppo di Borel che li contiene entrambi perche´ non ammettono un
autovettore comune.
Vale pero` un analogo risultato reale, che useremo molte volte nel seguito
della trattazione:
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Proposizione 4.5. Siano X e Y elementi di SL (2,R) tali che almeno uno
dei due non sia ellittico. Allora tr [X,Y ] e` pari a 2 se e solo se X ed Y sono
contenuti in un sottogruppo di Borel, ovvero hanno un autovettore reale in
comune.
Dimostrazione. Se X ed Y sono contenuti in un sottogruppo di Borel, per
il caso complesso si ha che la traccia del commutatore e` pari a 2.
Viceversa, se la traccia di [X,Y ] vale 2, per il caso complesso si ha che
X ed Y , intrepretate come matrici complesse, hanno un autovettore v ∈ C2
in comune. Senza perdita di generalita` possiamo supporre che X non sia
ellittico, e dunque i suoi autovettori sono reali, allora
v = λ · w,
con w ∈ R2 e λ ∈ C. Allora X ed Y hanno un autovettore reale in comune,
ovvero giacciono in un sottogruppo di Borel.
Osservazione 4.6. La proposizione appena dimostrata implica che due ele-
menti X,Y in SL(2,R) (non entrambi ellittici) appartengono ad un sotto-
gruppo di Borel se e solo se κ (χ (X,Y )) = 2.
Nel caso in cui X ed Y siano elementi ellittici di SL(2,R) e la traccia
del commutatore sia 2, interpretandoli come elementi di SL(2,C) hanno un
autovalore complesso in comune (per la Proposizione 4.2), da cui segue che
hanno lo stesso punto fisso.
4.2 La proprieta` di sollevamento dei cammini
Introduciamo ora una proprieta` di certe applicazioni tra spazi topologici
localmente connessi per archi e che consiste nella possibilita` di sollevare
certi archi contenuti nell’immagine dell’applicazione.
Definizione 4.7. Un’applicazione f : X → Y tra spazi topologici localmente
connessi per archi gode della proprieta` di sollevamento dei cammini se per
ogni punto x ∈ X e per ogni arco y(t) ⊆ f (X) con t ∈ [0, 1] tale che
f(x) = y(0) esistono una riparametrizzazione dell’arco y(t)
τ : [0, 1]→ [0, 1],
ed un arco x(s) ⊆ X con s ∈ [0, 1] tale che
f (x(s)) = y (τ (s)) .
In tutta la trattazione considereremo spazi localmente connessi per archi,
dunque la nozione di connessione equivarra` a quella di connessione per archi.
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Lemma 4.8. Siano X e Y varieta` lisce e sia f : X → Y un’applicazione
liscia. Supponiamo che Γ sia un gruppo che agisce su X in modo tale che:
f ◦ γ = f per ogni γ ∈ Γ,
e che valgano le seguenti due condizioni per ogni y ∈ Y :
(a) esiste un punto x ∈ f−1(y) tale che il differenziale di f in x sia surgettivo;
(b) Γ agisce transitivamente sulle componenti connesse per archi di f−1(y);
ovvero, per ogni coppia di componenti connesse per archi di f−1(y),
esiste un elemento di Γ che manda un punto dell’una in un punto
dell’altra.
Allora f : X → Y soddisfa la proprieta` di sollevamento dei cammini.
Inoltre, se Y e` connesso per archi e Γ e` banale, allora anche X e` connesso
per archi.
Dimostrazione. Per ogni t ∈ [0, 1] sia x˜t una controimmagine di y(t) tale che
il differenziale di f in x˜t e` surgettivo. Allora, per il teorema di invertibilita`
locale, esistono una costante positiva ε(t) ed un sollevamento locale x˜t(s) con
s ∈]t − ε(t), t + ε(t)[ tale che x˜t(t) = x˜t; dunque f(x˜t(s)) = y(s), pensando
di estendere in modo costante l’arco y(t) in un intorno degli estremi.
Per compattezza dell’intervallo [0, 1] si ha che esistono finiti tempi
0 < t1 < . . . < tm < 1
e altrettanti reali positivi ε(ti), tali che gli intervalli
Ii =]ti − ε(ti); ti + ε(ti)[
ricoprono [0, 1].
Denotiamo con x˜i(s) i sollevamenti locali con s ∈]ti − ε(ti)i; ti + ε(ti)[ ,
costruiti come descritto sopra, e fissiamo
u0 = 0, ui ∈ Ii ∩ Ii+1, con i = 1, . . . ,m− 1, um = 1.
Abbiamo quindi che f
(
x˜i(ui)
)
= f
(
˜xi+1(ui)
)
= y(ui).
Per mostrare che e` possibile raccordare i sollevamenti in modo che costi-
tuiscano un sollevamento globale del cammino, utilizziamo la transitivita` del
gruppo Γ sulle componenti connesse delle controimmagini di ciascun punto.
Se x˜0(u0) e x˜1(u0) giacciono nella stessa componente connessa per archi di
f−1(y(0)), basta congiungerle con un arco, che avra` immagine tramite f
costantemente uguale a y0.
Se invece x˜0(u0) e x˜1(u0) giacciono su distinte componenti connesse C0
e C1 di f
−1(y(0)), esistono γ0 ∈ Γ, p0 ∈ C0 e p1 ∈ C1 tali che γ0 p1 = p0.
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Allora e` sufficiente costruire un arco α0 da x˜0(u0) a p0 ed un arco α1 da p1
a x˜1(u0). Possiamo raccordare dunque l’arco α0 con l’arco γ0 α1. In questo
modo abbiamo ottenuto un sollevamento del segmento di arco y(t) da y(0)
a y(t1).
Proseguendo in questo modo si riesce a sollevare tutto l’arco.
Se Y e` connesso per archi, vogliamo mostrare che Γ agisce transitivamen-
te sulle componenti connesse per archi, ovvero fissando x e x′ ∈ X, vogliamo
mostrare che esiste γ ∈ Γ e un arco {xs} con s ∈ [0, 1] tali che x0 = x e
x1 = γx
′. Per dimostrare cio`, congiungiamo f(x) ed f (x′) con un arco {ys}
con s ∈ [0, 1], che esiste perche´ Y e` connesso per archi. Per quanto dimo-
strato nella prima parte esistono una riparametrizzazione τ : [0, 1] → [0, 1]
e un arco {xs} tali che
f (xs) = yτ(s),
per s ∈ [0, 1] e x0 = x. Poiche´ per ipotesi Γ agisce transitivamente sulle com-
ponenti connesse della fibra f−1(y1), esiste γ ∈ Γ tale che x1 e γx′ possono
essere congiunti da un arco contenuto in f−1(y1). Componendo i due archi
si ottiene un arco che congiunge x a γx′; quindi Γ agisce transitivamente
sulle componenti connesse di X.
Nel caso in cui Γ e` banale si ha che X e` connesso per archi.
Per poter applicare il precedente lemma nel caso del carattere, e` neces-
sario studiare la surgettivita` del differenziale di χ:
Proposizione 4.9. Sia (X,Y ) ∈ SL(2,R)× SL(2,R). Allora il differenziale
dχ(X,Y ) e` surgettivo se e solo se X e Y non commutano, ovvero [X,Y ] 6= Id.
Dimostrazione. Lo spazio tangente TX SL (2,R) a SL (2,R) in un suo punto
X e` dato dal traslato sinistro di sl (2,R), dove quest’ultimo e` lo spazio delle
matrici reali di dimensione 2 a traccia nulla. Dunque il differenziale
dχ(X,Y ) : TX SL (2,R)× TX SL (2,R) −→ R3
e` surgettivo se e solo se la dimensione del nucleo e` 3, dato che
dim (sl (2,R)× sl (2,R)) = 3 + 3 = 6.
Se ξ, η ∈ sl (2,R), si ha che:
dχ(X,Y ) (Xξ, Y η) = (tr (Xξ) , tr (Y η) , tr (Y Xξ) + tr (XY η)) ;
vogliamo studiare quando tale terna e` nulla.
Osserviamo che
dimX ′ := dim {ν ∈ sl (2,R) | tr (Xν) = 0} =
{
2 se X 6= ± Id
3 se X = ± Id ,
4.2. LA PROPRIETA` DI SOLLEVAMENTO DEI CAMMINI 49
(perche´ se X = ± Id, la condizione e` vera per ogni ν, altrimenti si pone
esattamente una condizione lineare sui coefficienti).
Supponiamo che (ξ, η) ∈ ker dχ(X,Y ); allora, se almeno una tra X ed Y e`
± Id, si ha che la dimensione del nucleo del differenziale e` almeno 4 (dunque
il differenziale non e` surgettivo) e X ed Y commutano.
Se invece sia X sia Y non sono uguali a ± Id, gli insiemi X ′ e Y ′ hanno
dimensione 2 e ciascuna delle applicazioni
X ′ −→ R, ξ 7→ tr (Y Xξ) ,
Y ′ −→ R, η 7→ tr (XY η) ,
e` non nulla se e solo se X ed Y non commutano.
Dunque
ker dχ(X,Y ) =
{
(ξ, η) ∈ X ′ × Y ′ | tr (XY η) = − tr (Y Xξ)}
ha dimensione 4 (ovvero e` tutto X ′ × Y ′ ) se e solo se X ed Y commutano;
altrimenti ha dimensione 3.
Possiamo quindi dimostrare la proprieta` di sollevamento dei cammini per
il carattere:
Corollario 4.10. Sia
Ω = {(X,Y ) ∈ SL(2,R)× SL(2,R) | [X,Y ] 6= Id} .
Allora, denotando con
A1 = ]− 2, 2[3 ∩κ−1(2),
A2 = {±2}3 ∩ κ−1(2),
si ha che χ (Ω) = R3 \ {(]− 2, 2[3 ∩κ−1 (]− 2, 2[)) ∪A1 ∪A2}, ed inoltre
χ : Ω −→ χ (Ω)
soddisfa la proprieta` di sollevamento dei cammini.
Dimostrazione. Per prima cosa descriviamo l’insieme
χ (Ω) ⊆ Im (χ) = R3 \ {]− 2, 2[3 ∩κ−1 (]− 2, 2[)} .
Una coppia (X,Y ) ∈ SL(2,R) × SL (2,R) che commuta e` data da due ele-
menti ellittici con lo stesso punto fisso, ed in tal caso χ (X,Y ) ∈ A1 perche´
XY e` ancora ellittica, o da due elementi parabolici con lo stesso punto fis-
so al bordo, ed in tal caso χ (X,Y ) ∈ A2 perche´ XY e` ancora parabolica,
oppure da due elementi iperbolici con lo stesso asse, ed in tal caso
χ (X,Y ) ∈ (]−∞,−2[∪ ]2,+∞[)3 ∩ κ−1(2) =: A3,
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perche´ XY e` ancora parabolica. In quest’ultimo caso, dato che X ed Y
commutano, a meno di coniugio per uno stesso elemento, sono della forma
X =
(
λ 0
0 λ−1
)
, Y =
(
µ 0
0 µ−1
)
,
con λ, µ 6= 0, 1. Dunque esiste una coppia (X ′, Y ′) ∈ SL(2,R) × SL (2,R)
data da
X ′ =
(
λ a
0 λ−1
)
, Y ′ = Y,
con a 6= 0, che non commuta e tale che χ (X,Y ) = χ (X ′, Y ′); da cio` segue
che A3 e` contenuto in χ (Ω). Gli insiemi A1 e A2, invece, non intersecano
χ (Ω). Se una coppia (X,Y ) ha immagine appartenente ad A2 tramite χ, si
tratta di due elementi parabolici con traccia del commutatore uguale a 2;
per la Proposizione 4.5 essi hanno un autovettore reale in comune, ovvero
hanno lo stesso punto fisso al bordo, dunque commutano. Analogamente, per
l’Osservazione 4.6, se il carattere di una coppia appartiene ad A1, si tratta
di una coppia di ellittici con lo stesso punto fisso, che dunque commuta.
Possiamo quindi concludere che il carattere di coppie che non commutano e`
dato da
χ (Ω) = Im (χ) \ (A1 ∪A2) .
Consideriamo il gruppo Γ = Z/2Z × PGL(2,R), che agisce su Ω nel
seguente modo:
((X,Y ) , (Id, U)) 7→ (UXU−1, UY U−1) ,
((X,Y ) , (− Id, U)) 7→ (UX−1U−1, UY −1U−1) ;
per cui l’applicazione χ e` Γ-invariante.
Osserviamo inoltre che per la Proposizione 4.9 il differenziale di χ in ogni
punto di Ω e` surgettivo. Allora, per mostrare che tale applicazione gode della
proprieta` di sollevamento dei cammini, dobbiamo mostrare che l’azione di
Γ e` transitiva sulle componenti connesse per archi delle controimmagini di
χ, in modo da poter applicare il Lemma 4.8.
Nel caso in cui κ (x, y, z) 6= 2, allora la controimmagine χ−1 (x, y, z) e`
una GL (2,R)-orbita, ovvero e` l’unione di due SL(2,R)-orbite; dunque ha
due componenti connesse. Il gruppo Γ agisce transitivamente sulle due com-
ponenti perche´ l’elemento (− Id, Id) ∈ Γ porta una componente nell’altra.
Se invece κ (x, y, z) = 2, consideriamo il commutatore
R1 : Ω ∩ χ−1 (x, y, z)→ SL (2,R) , (X,Y ) 7→ [X,Y ] = XYX−1Y −1;
poiche´ κ ◦ χ (X,Y ) = tr [X,Y ] = 2 ma X ed Y non commutano, si ha che
χ (X,Y ) /∈ [−2, 2]3 ,
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per quanto detto nella prima parte della dimostrazione; dunque se |trX| ≥ 2
o | trY | ≥ 2 possiamo applicare la Proposizione 4.5, per cui [X,Y ] giace in un
sottogruppo di Borel, e dunque X ed Y sono coniugate a matrici triangolari
superiori. Se invece sia X che Y sono ellittici e XY e` iperbolico, sfruttiamo
il fatto che [X,XY ] = X [X,Y ]X−1; per la Proposizione 4.5 applicata a X
e a XY si ha che X e XY giacciono in un sottogruppo di Borel, e dunque
anche Y giace nel sottogruppo di Borel. L’immagine della restrizione di R1 a
χ−1 (x, y, z) e` data da tutti gli elementi di SL (2,R)\{Id} con traccia uguale
a 2, che quindi sono un’orbita dell’azione per coniugio di GL(2,R), ovvero
unione di due SL(2,R)-orbite. Per mostrare che Γ permuta le componenti
di ciascuna fibra, consideriamo
X =
(
a ξ
0 a−1
)
, Y =
(
b η
0 b−1
)
,
dove (a, b) ∈ R∗ × R∗ e` una soluzione di
a+ a−1 = x
b+ b−1 = y
ab+ (ab)−1 = z
.
Osserviamo che le possibili soluzioni sono due (coincidenti se (x, y) = (2, 2)),
infatti si hanno quattro soluzioni per le prime due equazioni, ma soltanto
due soddisfano anche la terza, e sono della forma (a, b) e
(
a−1, b−1
)
. Poiche´
[X,Y ] =
(
1 a
(
1− b2) ξ − b (1− a2) η
0 1
)
,
si ha che la fibra R−11
(
1 1
0 1
)
e` data dall’insieme delle soluzioni (ξ, η)
dell’equazione
a
(
1− b2) ξ − b (1− a2) η = 1,
che e` chiaramente un insieme connesso se si fissano a e b. Poiche´ le scel-
te possibili di (a, b) sono due e sono permutate da Γ, quest’ultimo agisce
transitivamente sulle fibre.
4.3 Dimostrazione per il pantalone
La precedente discussione relativa alle rappresentazioni di gruppi liberi di
rango due ci permette di dimostrare il Teorema 3.7 nel caso in cui la super-
ficie sia un pantalone.
Per comodita`, denoteremo con G il gruppo di matrici PSL(2,R).
Consideriamo un pantalone P e denotiamo con A, B e C le sue compo-
nenti di bordo (come in figura).
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Figura 4.1: Pantalone.
Allora il gruppo fondamentale della superficie e` dato da
pi = pi1(P ) = 〈A,B,C |ABC = Id〉
Dunque vale la Proposizione:
Proposizione 4.11. Indicando con eu : W (P ) → Z il numero di Eulero
relativo, le componenti connesse di W (P ) sono le immagini inverse eu−1 (n)
dove n ∈ {−1, 0, 1}. Inoltre l’applicazione di valutazione:
FC : W (P ) −→ Hyp
gode della proprieta` di sollevamento dei cammini.
Per la dimostrazione occorrera` il seguente Lemma:
Lemma 4.12. Siano S una superficie con bordo e pi il suo gruppo fonda-
mentale, e sia ϕ ∈W (S) una rappresentazione la cui immagine giace in un
sottogruppo di Borel. Allora la classe di Eulero relativa eu (ϕ) e` uguale a 0.
Dimostrazione. Se {ψt} con t ∈ [0, 1] e` una famiglia di rappresentazioni in
Rep (pi,G) tale che per ciascuna componente di bordo C l’elemento ψt (C)
non sia ellittico, allora, per ragioni di continuita`, la classe di Eulero di ψt
rispetto alla sezione speciale e` costante al variare di t.
Denotiamo con B ⊆ G il sottogruppo di Borel in cui, per ipotesi, gia-
ce ϕ (pi); a meno di coniugio e` possibile ricondursi al caso in cui B sia lo
stabilizzatore del punto all’infinito nel modello del semipiano e sia A ⊆ B
il sottoinsieme dato dalle isometrie positive che fissano il punto all’infinito
e l’origine (punti di ∂H2). In questo sottoinsieme consideriamo l’arco dato
dagli elementi:
αt =
(
expλt 0
0 exp−λt
)
,
con 0 < λ < 1 fissato e t ∈ [0; +∞).
Allora, considerando la curva di rappresentazioni ϕt = αtϕα
−1
t , si ottiene
che ϕ0 = ϕ e l’immagine di ϕt e` costituita da isometrie della forma:(
eλt 0
0 e−λt
)
·
(
a b
0 a−1
)
·
(
e−λt 0
0 eλt
)
=
(
a e2λtb
0 a−1
)
.
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Osserviamo che per t→ −∞ tale matrice tende ad un elemento di A; questo
significa che ϕt e` un arco che congiunge ϕ ad una rappresentazione ψ che
ha immagine in A.
Inoltre, poiche´ le rappresentazioni pi → A costituiscono uno spazio vet-
toriale, e` possibile congiungere ψ alla rappresentazione banale mediante un
arco di rappresentazioni tali che nessuna componente di bordo abbia come
immagine un’isometria ellittica; giustapponendo i due archi si ottiene una
curve di rappresentazioni da ϕ alla rappresentazione banale. Quindi per
quanto osservato sopra, la classe di Eulero di ϕ sara` uguale alla classe di
Eulero della rappresentazione banale, che e` nulla.
Possiamo ora dimostrare il Teorema nel caso di un pantalone:
Dimostrazione del Teorema 4.11. Fissando ϕ ∈ W (P ), tra tutti i solleva-
menti di ϕ (A) e ϕ (B) in G˜ esiste una sola coppia ϕ˜ (A) e ϕ˜ (B) di solleva-
menti in Hyp0 ⊆ G˜. Allora, indicando con ϕ˜(C)0 l’unico sollevamento di C
in Hyp0 e con n = eu (ϕ), l’elemento
ϕ˜ (C) := ϕ˜ (B)
−1
· ϕ˜ (A)
−1
= ϕ˜(C)0 · z−n
giace in Hyp−n ed e` anch’esso un sollevamento della componente di bordo
C. Supponiamo quindi di sollevare in questo modo ogni rappresentazione
(ovvero, le immagini dei generatori di pi tramite ciascuna rappresentazione).
Poiche´ stiamo trattando rappresentazioni in W (P ), possiamo supporre che
il carattere
χ(ϕ) = (tr (ϕ(A)) , tr (ϕ(B)) , tr (ϕ(A) · ϕ(B)))
appartenga a (2,+∞)× (2,+∞)× ((−∞,−2) ∪ (2,∞)).
Nel caso in cui ϕ˜(C) ∈ Hyp2m, si ha che χ (ϕ) ∈ (2,+∞)3 (per l’Osser-
vazione 1.9); allora mostreremo che eu(ϕ) = 0 e che la controimmagine di 0
e` connessa; quindi avremo che l’unico intero pari contenuto nell’immagine di
eu : W (P )→ Z e` 0 e che la sua controimmagine e` una componente connessa.
Supponiamo che l’immagine di ϕ non giaccia in un sottogruppo di Borel;
ovvero che non tutte le matrici nell’immagine siano triangolari superiori.
In tal caso κ (χ(ϕ)) = tr [ϕ(A), ϕ(B)] 6= 2, per la Proposizione 4.5 (che
possiamo applicare in questo caso, dato che ϕ(A) e ϕ(B) sono iperbolici).
Scegliamo ora una terna (x1, y1, z1) ∈ (2,+∞)3, tale che
κ (x1, y1, z1) = 2;
per il Corollario 4.10 esiste un arco di rappresentazioni ϕt con t ∈ [0, 1] tale
che ϕ0 = ϕ, χ (ϕ1) = (x1, y1, z1) e tale che ogni ϕt abbia immagine non
abeliana, ovvero ϕt(A) e ϕt(B) non commutano.
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Abbiamo dunque che l’immagine di ϕ1 giace in un sottogruppo di Borel,
quindi, per il Lemma 4.12,
eu (ϕ) = eu (ϕ1) = 0.
Se invece l’immagine di ϕ giace in un sottogruppo di Borel, ancora per il
Lemma 4.12, si ha che il suo numero di Eulero e` nullo.
Per mostrare che eu−1(0) e` connesso, poiche´ ogni controimmagine e` con-
nessa ad un elemento con immagine in un sottogruppo di Borel, e` sufficiente
mostrare che
W (P ) ∩ (κ ◦ χ)−1 (2)
e` connesso.
Se consideriamo una rappresentazione ϕ che giace inW (P )∩(κ ◦ χ)−1 (2),
per quanto gia` detto nella dimostrazione del Lemma 4.12, esistono un sot-
togruppo ad un parametro {ht} ⊆ PSL(2,R) con t ∈ R ed una rappresenta-
zione ϕ′ con immagine abeliana tali che, per t→ +∞:
ht · ϕ · h−1t −→ ϕ′;
ed inoltre χ
(
ht · ϕ · h−1t
)
= χ (ϕ). Allora e` sufficiente mostrare che il sot-
tospazio di W (P ) ∩ (κ ◦ χ)−1 (2) delle rappresentazioni con immagine abe-
liana e` connesso per archi: cio` e` vero perche´, fissando il sottogruppo ad un
parametro H dato da
Ht =
(
et 0
0 e−t
)
,
ogni rappresentazione con immagine abeliana e` coniugata ad un punto di
tale sottogruppo ad un parametro mediante un elemento di PSL (2,R) (basta
diagonalizzare). Siccome sia PSL(2,R) sia Hom (pi,H) ∼= R2 sono connessi,
si ha la connessione di W (P ) ∩ (κ ◦ χ)−1 (2), come voluto.
Se consideriamo ora il caso in cui ϕ˜(C) ∈ Hyp2m+1, si ha che
χ (ϕ) ∈ (2,+∞)× (2,+∞)× (−∞,−2);
mostreremo allora che eu (ϕ) = ±1. Dimostreremo poi che sia eu−1(−1) sia
eu−1(+1) sono connessi, e che dunque sono componenti connesse di W (P ).
Fissando ε > 0, consideriamo l’arco (at, bt, ct) ⊆ R3, con t ∈ [0, 1], dove
at = tr ϕ˜(A); bt = tr ϕ˜(B); ct = (1− t) tr ϕ˜(C) + t(2 + ε).
Allora, per il Teorema 4.8, a meno di riparametrizzazione, esiste un arco di
rappresentazioni ϕt con t ∈ [0, 1], tale che, per ogni tempo,
ϕ0 = ϕ; χ (ϕt) = (at, bt, ct) .
Poiche´ c1 = 2 + ε > 2, per la prima parte della dimostrazione si ha che
ϕ˜1(C) ∈ Hyp0;
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inoltre l’insieme dei tempi t tali che ϕ˜1(C) ∈ Elln per qualche intero n e`
l’intervallo aperto (quindi connesso)
]
2 + tr ϕ˜1(C)
tr ϕ˜1(C)− 2− ε
;
2− tr ϕ˜1(C)
tr ϕ˜1(C)− 2− ε
[
,
dunque ϕ˜0(C) ∈ Hyp±1, e a meno di coniugare per un elemento in GL(2,R),
possiamo supporre che ϕ˜0(C) ∈ Hyp1.
Sia ora ψ ∈W (P ) un’isometria tale che eu(ψ) = 1, ovvero
χ (ψ) ∈ (2,+∞)× (2,+∞)× (−∞,−2).
Allora esiste un arco in (2,+∞) × (2,+∞) × (−∞,−2) da χ (ϕ) a χ (ψ),
che puo` essere sollevato da ϕ ad un elemento ψ′ ∈ χ−1 (χ (ψ)). Poiche´ le
rappresentazioni ψ e ψ′ hanno la stessa immagine tramite χ, per il Teore-
ma 4.3, differiscono per coniugio di un elemento di GL(2,R); poiche´ delle
due componenti di GL(2,R) quella non uguale ad SL (2,R) manda eu−1(−n)
in eu−1(n) e viceversa, segue che ψ e ψ′ sono coniugate per un qualche ele-
mento di SL(2,R); poiche´ quest’ultimo e` connesso e` possibile congiungere
ψ e ψ′ con un arco contenuto in una SL(2,R)-orbita. Dunque eu−1(−1) e
eu−1(1) sono componenti connesse di W (P ).
Per dimostrare che la valutazione FC : W (P )→ Hyp gode della proprieta`
di sollevamento dei cammini, applichiamo il Lemma 4.8 dimostrando che
ogni controimmagine e` connessa per archi (dunque l’ipotesi di azione di
PSL(2,R) transitiva sulle controimmagine e` banalmente vera) e che in ogni
punto il differenziale di FC e` surgettivo.
Se ϕ,ψ ∈ W (P ) sono tali che FC(ϕ) = FC(ψ), cioe` ϕ(C) = ψ(C), e`
possibile costruire un arco tra ϕ e ψ come segue: se eu (ϕ) = eu (ψ) = 0, e`
possibile congiungere ognuno dei due elementi ad una rappresentazione abe-
liana (cioe` tale che le immagini delle componenti di bordo A e B commutano)
sollevando un arco da χ (ϕ) e da χ (ψ) a
(
c2 − 2, c, c) dove c = tr ϕ˜(C), e
sfruttando poi il fatto che le rappresentazioni abeliane sono connesse per
archi. Se invece eu (ϕ) = eu (ψ) = ±1, si possono congiungere le due rap-
presentazioni sollevando un arco come fatto nella parte precedente della
dimostrazione.
Infine, notiamo che FC ha differenziale surgettivo in ogni punto perche´
e` la restrizione all’aperto W (P ) ' Hyp×Hyp dell’applicazione
G×G −→ G, (X,Y ) 7→ (XY )−1 ;
che ha differenziale surgettivo in ogni punto.
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4.4 La topologia di κ
In questa sezione studieremo la topologia delle controimmagini dell’applica-
zione polinomiale
κ : R3 −→ R, (x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2 − xyz − 2.
Indicheremo ogni fibra, al variare di t ∈ R, con
St =
{
(x, y, z) ∈ R3 |κ (x, y, z) = t} ,
che notiamo essere superfici algebriche reali.
Osservazione 4.13. Gli elementi del sottogruppo di matrici Λ di dimensione
3 della forma  ε1 0 00 ε2 0
0 0 ε3

con εi = ±1 per i = 1, 2, 3 e det = 1 agiscono sulle controimmagini di κ
su R3, dato che variano il segno di un numero pari di elementi della terna
conservando i moduli.
Considerando il rivestimento a quattro fogli:
SL(2,R)× SL(2,R) −→ PSL(2,R)× PSL(2,R),
dato dal quoziente per {± Id}, si ha che al variare dei sollevamenti di una
fissata coppia (X,Y ) ∈ PSL(2,R)×PSL(2,R) si ottengono coppie di matrici
le cui immagini tramite χ sono Λ-equivalenti.
Infatti, considerando (g1, g2) ∈ SL(2,R)× SL(2,R), la sua fibra tramite
il rivestimento e` {(ε1g1, ε2g2) | εi = ±1, i = 1, 2}; e si ha che
χ (ε1g1, ε2g2) =
 ε1 0 00 ε2 0
0 0 ε1ε2
 · χ (g1, g2) .
Per studiare la topologia di ogni superficie St la decomponiamo in curve
di livello
St(z) = St ∩
{
(x, y, z) ∈ R3 | z = z} .
Osserviamo che, se (x, y, z) ∈ R3, e` soddisfatta l’equazione
x2 + y2 + z2 − xyz = t+ 2;
che equivale a
2− z
4
(x− y)2 + 2 + z
4
(x+ y)2 = 2 + t− z2; (4.1)
dunque, fissando t ∈ R, ogni curva di livello St(z) e` una conica sul piano
z = z.
Tutti i casi possibili sono i seguenti:
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(i) Se i coefficienti
2− z
4
e
2 + z
4
sono non nulli e discordi ed e` non nulla
anche la costante 2 + t − z2, si tratta di un’iperbole non degenere.
Questo caso si realizza se |z| > 2 e z 6= ±√t+ 2.
(ii) Se invece i coefficienti sono discordi (|z| > 2) e la costante 2 + t− z2 e`
nulla (cioe` z = ±√t+ 2), si ha il caso di un’iperbole degenere, ovvero
una coppia di rette incidenti aventi equazioni y =
−√t+ 2±√t− 2
2
x
se z =
√
2 + t e y =
√
t+ 2±√t− 2
2
x se z = −√2 + t.
(iii) Se i coefficienti
2− z
4
e
2 + z
4
e la costante 2+t−z2 sono positivi, si trat-
ta di un’ellisse non degenere. Cio` si realizza se |z| < min{2,√2 + t}.
In particolare, nel caso in cui z = 0, la curva di livello e` la circonferen-
za x2 + y2 = t + 2. Notiamo che i due coefficienti non possono essere
concordi negativi.
(iv) Se i coefficienti sono positivi (|z| < 2) e la costante 2 + t − z2 e` nulla
(cioe` z = ±√t+ 2), si tratta del caso degenere in cui la curva di livello
consiste in solo punto che e`, rispettivamente,
(
0, 0,±√2 + t).
(v) Se il prodotto tra i coefficienti
2− z
4
e
2 + z
4
e` positivo o nullo, cioe` se
|z| ≤ 2 e la costante 2 + t − z2 e` negativa (|z| > √t+ 2, se t > −2),
la curva di livello St(z) e` vuota (si ottiene infatti dall’equazione 4.1
un’uguaglianza tra un elemento positivo o nullo ed uno negativo).
(vi) Se uno dei due coefficienti e` nullo (cioe` z = ±2) e la costante 2 + t− z2
e` positiva, si ottiene il caso degenere di una coppia di rette parallele,
rispettivamente di equazioni y = −x±√t− 2 e y = x±√t− 2, e puo`
essere interpretato come il caso di un’iperbole degenere con asintoti
coincidenti.
(vii) Nel caso in cui uno dei coefficienti e la costante 2 + t − z2 sono nulli,
ovvero z = ±2 e t = 2, si ottiene un’unica retta, rispettivamente
x+ y = 0 oppure x− y = 0.
Osserviamo che si realizzano i casi degeneri soltanto nei casi in cui z = ±2
oppure z = ±√2 + t.
Possiamo quindi analizzare quale tipologie di curve di livello si presen-
tano al variare di t ∈ R.
• Se t > 2, la curva di livello per |z| > 2 e` un’iperbole non degenere,
tranne nei casi in cui z = ±√2 + t, in cui si ottiene una coppia di rette
incidenti. Se z = ±2, le curve di livello sono date da una coppia di
rette parallele; ed infine, le curve di livello per |z| < 2 sono ellissi di
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eccentricita`
2 + z
2z
=
2 +
√
2 + t√
2 + t
.
Allora per z ≥ 0 si ottiene un pantalone, una cui componente di bordo
e` la circonferenza ottenuta per z = 0; essendo la situazione simmetrica
per z < 0, si ha che St, con t > 2 e` una sfera meno quattro dischi,
come in Figura 3.3.
• Se t = 2, le curve di livello per |z| > 2 sono sempre iperboli non
degeneri, per z = ±2 si ha una singola retta (rispettivamente x+y = 0
e x− y = 0) e per |z| < 2 si ottengono ellissi; in particolare, per z = 0,
la curva di livello e` la circonferenza x2 + y2 = 4.
Dunque la superficie St con t = 2 e` data da quattro dischi (a livello
|z| > 2) e da una sfera S2 che interseca ciascun disco in esattamente
un punto, a livello z = ±2. Faremo in seguito ulteriori osservazioni su
questo caso.
• Se −2 < t < 2, le superfici di livello per |z| > 2 sono iperboli non
degeneri; mentre per
√
2 + t < |z| ≤ 2 sono vuote. Le superfici di
livello per z = ±√2 + t consistono di un solo punto, rispettivamente(
0, 0,±√t+ 2). Infine, per |z| > √2 + t si ha un’ellisse (che e` una
circonferenza per z = 0).
Abbiamo quindi che la superficie St con |t| < 2 e` unione disgiunta di
una sfera e quattro dischi; per simmetria questi ultimi sono permutati
dalle matrici appartenenti a Λ, che fissano la sfera.
• Se t = −2, a livello |z| > 2 si ottiene un’iperbole non degenere, se
0 < |z| ≤ 2 il livello e` vuoto; per z = 0 si ottiene il solo punto (0, 0, 0).
Quindi abbiamo che la controimmagine di t = −2 e` unione disgiunta
quattro dischi ed un punto (l’origine). Per simmetria si ha che il
gruppo di matrici Λ fa permutare tali dischi, fissando l’origine.
• Se t < −2, per |z| > 2 la superficie di livello e` un’iperbole non degenere;
se invece |z| ≤ 2 il livello e` vuoto.
La controimmagine di t < −2 e` dunque unione disgiunta di quattro
dischi, che vengono permutati da Λ.
La classificazione delle controimmagini per il polinomio κ sara` utile nella
dimostrazione del Teorema 4.15.
4.5 Commutatore dei sollevamenti
Per la dimostrazione del caso particolare di un toro meno un disco, sara`
di particolare utilita` il Teorema che dimostreremo in questo paragrafo, che
descrive l’insieme immagine del’applicazione data dal commutatore dei sol-
levamenti al rivestimento universale.
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Definizione 4.14. Ancora denotando con G lo spazio di matrici PSL(2,R),
e con R1 il commutatore
R1 : G×G −→ G; (X,Y ) 7→ [X,Y ] = XYX−1Y −1,
definiamo l’applicazione di commutatore dei sollevamenti data da
R˜1 : G×G −→ G˜; (X,Y ) 7→
[
X˜, Y˜
]
= X˜Y˜ X˜−1Y˜ −1;
dove G˜ e` il rivestimento universale di G e X˜, Y˜ ∈ G˜ sono sollevamenti
arbitrari di X ed Y rispettivamente.
Il commutatore dei sollevamenti e` ben definito grazie a quanto gia` detto
nell’Osservazione 2.16.
Vogliamo ora definire un coniugio su G˜ per elementi di G. Se fissiamo
un elemento W ∈ G e consideriamo su G l’applicazione cW di coniugio per
W , possiamo considerare l’applicazione c˜W come l’unico omomorfismo di G˜
che fa commutare il diagramma:
G˜ G˜
G G
c˜W
p p
cW
(4.2)
Equivalentemente, se W˜ ∈ G˜ e` nella fibra di W ,
c˜W
(
X˜
)
= W˜ ◦ X˜ ◦ W˜−1;
infatti, p ◦ c˜W
(
X˜
)
= WXW−1 = cW ◦ p
(
X˜
)
; dunque il diagramma 4.2
commuta. Osserviamo che quanto appena definito non dipende dalla scelta
del sollevamento di W ; se considero un altro elemento della fibra, questo
sara` della forma zW˜ , con z elemento del centro di G˜; allora:
zW˜ ◦ X˜ ◦ z−1W˜−1 = W˜ ◦ X˜ ◦ zz−1W˜−1 = W˜ ◦ X˜ ◦ W˜−1.
Possiamo osservare che l’immagine dell’applicazione di sollevamento dei com-
mutatori e` invariante per l’azione di coniugio appena descritta, infatti:
c˜W
(
R˜1 (X,Y )
)
= W˜ ◦
[
X˜, Y˜
]
◦ W˜−1 = R˜1 (cW (X), cW (Y )) .
Il risultato che vogliamo dimostrare riguardo all’applicazione di commu-
tatore dei sollevamenti e` il seguente:
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Teorema 4.15.
(i) L’immagine del commutatore dei sollevamenti R˜1 e`
I := Im
(
R˜1
)
= {Id} ∪ Ell±1 ∪Par±0 ∪Par+−1 ∪Par−+1 ∪Hyp0 ∪Hyp±1 .
(ii) Per ogni C ∈ I la controimmagine R˜1−1(C) e` connessa.
Affrontiamo ora un risultato preliminare che utilizzeremo nella dimostra-
zione del teorema appena enunciato:
Lemma 4.16. Indicando con I l’immagine di R˜1 si ha che
I ∩
( ⋃
m∈Z
(Hyp2m ∪Par2m)
)
= Hyp0 ∪Par0 .
Dimostrazione. Sia C ∈ Hyp2m ∪Par2m, dunque trC ≥ 2, e siano X ed
Y ∈ G tali che R˜1 (X,Y ) = C.
Nel caso in cui trC = 2 esiste un sottogruppo ad un parametro {Θt | t ∈ R}
tale che
ΘtR˜1(X,Y )Θ
−1
t −→ Id, per t→ +∞.
Per costruirlo esplicitamente basta considerare il sottogruppo ad un para-
metro ottenuto sollevando in G˜ l’arco
θt = A
−1
(
e−t 0
0 et
)
·A,
dove A ∈ GL(2,R) e` tale che:
A · [X,Y ] ·A−1 =
(
1 a
0 1
)
.
In questo modo
θt · [X,Y ] · θ−1t = A−1
(
1 e−2ta
0 1
)
A −→ Id, per t→ +∞.
Dunque C appartiene alla componente Parn connessa per archi all’identita`,
ovvero C ∈ Par0.
Se invece trC > 2, fissiamo in R l’arco
γ(s) = 2 + s (trC − 2) , con s ∈ [0, 1].
Poiche´, per quanto discusso nel Paragrafo 4.4, la controimmagine di valori
t > 2 e` una sfera meno quattro dischi (dunque un insieme connesso), si ha
che κ gode della proprieta` di sollevamento dei cammini contenuti in ]2,+∞[;
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inoltre, per il Corollario 4.10, anche χ gode di tale proprieta`. Poiche´ ogni
punto di γ(s) e` maggiore di 2, la composizione κ ◦ χ gode della proprieta`
di sollevamento dei cammini contenuti in ]2,+∞[; dunque esiste un arco
{(Xs, Ys)}, con s ∈ [0, 1], tale che (X1, Y1) = (X,Y ), e con
tr R˜1 (Xs, Ys) = 2 + s (trC − 2) .
Allora l’arco R˜1 (Xs, Ys) con s ∈ [0, 1] congiunge C ad un elemento in Par0
senza intersecare nessun punto ellittico; quindi C ∈ Hyp0.
Abbiamo dunque che I interseca
⋃
m∈Z (Hyp2m ∪Par2m) soltanto in ele-
menti di Par0 e Hyp0; manca da dimostrare che Par0 ∪Hyp0 ⊆ I.
Osserviamo che se X e Y sono contenuti in un sottogruppo di Borel e non
commutano, l’immagine R˜1 (X,Y ) appartiene a Par0. Poiche´ il commutato-
re dei sollevamenti e` invariante per l’azione di coniugio di PSL(2,R) (come
osservato in precedenza) che agisce transitivamente su Par0 (per il Teore-
ma 4.3), si ha che tutto Par0 e` contenuto in I. Infine, per l’Osservazione 4.4,
abbiamo che l’immagine dell’applicazione κ ◦ χ contiene ]2,+∞[; poiche´ in
Hyp0 due elementi sono coniugati se e solo se hanno la stessa traccia, si ha
che almeno un elemento per ogni classe di coniugio in Hyp0 appartiene I,
che e` invariante per coniugio. Dunque, come nel caso parabolico si ha che
Hyp0 ⊆ I.
Per la dimostrazione del Teorema 4.15 sara` utile anche la definizione di
fibrazione ed alcune sue proprieta`:
Definizione 4.17. Un’applicazione p : E → B tra spazi topologici gode
della proprieta` di sollevamento dell’omotopia rispetto ad uno spazio X se,
data un’omotopia gt : X → B con t ∈ [0, 1] ed un’applicazione g˜0 : X → E
che solleva g0 (cioe` p ◦ g˜0 = g0), allora esiste un’omotopia
g˜t : X → E,
che solleva gt, ovvero p ◦ g˜t = gt per ogni tempo t ∈ [0, 1].
Un’applicazione f : E → B tra due spazi topologici e` una fibrazione se
gode della proprieta` di sollevamento dell’omotopia rispetto ad ogni spazio
X.
Una proprieta` di certe fibrazioni che ci interessera` particolarmente e`
quella enunciata nel seguente teorema; per una dimostrazione rimandiamo
a [Hat02], Teorema 4.41:
Proposizione 4.18. Sia p : E → B un’applicazione che gode della pro-
prieta` di sollevamento dell’omotopia rispetto ad ogni disco Dk, per k ≥ 0.
Scelto un punto base b0 ∈ B ed un elemento della sua fibra x0 ∈ F = p−1(b0)
si ha che ogni applicazione indotta in omotopia
p∗ : pin (E,F ;x0) −→ pin (B, b0)
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e` un isomorfismo per ogni n ≥ 1. Quindi, se B e` connesso per archi, esiste
una successione esatta lunga in omotopia:
· · · → pin (F, x0)→ pin (E, x0) p∗−→ pin (B, b0)→ pin−1 (F, x0)→ · · ·
· · · → pi0 (F, x0) p∗−→ pi0 (E, x0)→ 0.
Vediamo ora la dimostrazione del teorema enunciato in precedenza.
Dimostrazione del Teorema 4.15. L’insieme I e` connesso in G˜ perche´ im-
magine di un connesso mediante un’applicazione continua. Inoltre l’appli-
cazione R˜1 ha differenziale surgettivo in ogni coppia (X,Y ) che non com-
muta, per la Proposizione 4.9, ed e` aperta in un intorno di (Id, Id), perche´,
se X,Y ∈ G commutano, appartengono ad uno stesso sottogruppo ad un
parametro, quindi e` possibile congiungerli alla coppia (Id, Id) con un ar-
co (Xs, Ys), in modo che [Xs, Ys] sia costantemente uguale a Id; allora si
ha che R˜1(Xs, Ys) e` costante ed e` uguale a Id nell’istante finale, dunque
R˜1(Xs, Ys) = Id. Da cio` segue che I e` un aperto di G˜. Inoltre e` invariante
per coniugio ed inversione dato che R˜1 (Y,X) =
(
R˜1 (X,Y )
)−1
.
Denotando con χ e κ le applicazioni definite in 4.1, abbiamo che il
seguente diagramma commuta, grazie al Teorema 4.2(iii).
SL (2,R)× SL (2,R) SL (2,R)
R3 R
R1
χ tr
κ
Nella prima parte della dimostrazione vedremo che per ogni C ∈ Hyp0 la
controimmagine R˜1
−1
(C) e` connessa.
Mostriamo che l’insieme delle coppie (X,Y ) ∈ SL(2,R) × SL(2,R) tali
che [X,Y ] = p(C) e` connesso, dove p : G˜ → G e` il rivestimento univer-
sale. Sia t = tr(C), e sia Hyp0(t) = Hyp0 ∩ tr−1(t); allora per il Teore-
ma 4.3 possiamo identificare le classi di coniugio per PGL(2,R) di coppie
(X,Y ) ∈ SL(2,R) × SL(2,R) con la superficie di livello κ−1(t), dato che
R−11 ◦ tr−1(t) = χ−1 ◦ κ−1(t), e che t 6= 2. Tale superficie di livello e` una
sfera meno quattro dischi perche´ t > 2, che e` connessa, dunque l’insieme di
coppie considerato e` connesso. Osservando che l’omomorfismo naturale
ω : SL(2,R)× SL(2,R) −→ G×G,
dato dal quoziente per {± Id} e` un rivestimento il cui gruppo degli au-
tomorfismi di rivestimento e` dato da Z/2Z ⊕ Z/2Z, possiamo considerare
l’applicazione:
R1 : R
−1
1 ◦ tr−1(t) −→ Hyp0(t), (X,Y ) 7→ R˜1 (ω(X,Y )) ,
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che e` equivariante per l’azione di SL(2,R) per coniugio. Poiche´ due elementi
iperbolici sono coniugati se e solo se hanno la stessa distanza di traslazione, si
ha anche che l’azione di coniugio di SL(2,R) e` transitiva su Hyp0(t). Allora
possiamo considerare il seguente diagramma:
PGL(2,R)
R
−1
1 (C) R
−1
1 ◦ tr−1(t) Hyp0(t)
κ−1(t)
R1
χ
che fornisce due fibrazioni: per quella scritta in orizzontale si ha che R
−1
1 (C)
e` una fibra; per quanto riguarda quella scritta in verticale si ha che due ele-
menti appartenenti ad una fibra di χ sono coniugati per un elemento di
PGL(2,R) (per il Teorema 4.3), dunque ogni fibra e` omotopicamente equi-
valente a PGL(2,R). Poiche´ κ−1(t) e` connesso (per archi), per la Proposi-
zione 4.18 la fibrazione scritta in verticale determina una successione esatta
lunga in omotopia data da:
· · · → pi1
(
κ−1(t)
)→ pi0 (PGL(2,R))→ pi0 (R−11 ◦ tr−1(t))→ pi0 (κ−1(t)) .
Per dimostrare che R˜1
−1
(C) e` connesso occorrera` mostrare che R−11 ◦tr−1(t)
e` connesso, ovvero che pi0
(
R−11 ◦ tr−1(t)
)
e` banale. Per farlo, mostriamo che
l’omomorfismo
pi1
(
κ−1(t)
)→ pi0 (PGL(2,R))
e` surgettivo.
Poiche´ PGL(2,R) ha due componenti connesse, se ρ ∈ PGL(2,R) giace
nella componente che non contiene l’identita`, e` sufficiente costruire un arco
da un punto (X0, Y0) a ρ (X0, Y0) =
(
ρX0ρ
−1, ρY0ρ−1
)
in R−11 ◦ tr−1(t) la
cui immagine tramite χ e` un laccio in κ−1(t).
Consideriamo gli elementi:
ρ =
(
1 0
0 −1
)
, X0 =
(
0 −1
1 0
)
, Y0 =
(
0 u
−u−1 0
)
;
con tr [X0, Y0] = u
2 + u−2 = t. Inoltre osserviamo che ρX0ρ−1 = −X0 e
ρY0ρ
−1 = −Y0. Allora definiamo un arco {(Xs, Ys)} in R−11 ◦ tr−1(t) come
segue:
Xs = X0, Ys = Y0 ·
(
cos 2pis − sin 2pis
sin 2pis cos 2pis
)
, se s ∈ [0; 1/2] ;
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Xs = X0 ·
(
cos ((2s− 1)pi) −u sin ((2s− 1)pi)
u−1 sin ((2s− 1)pi) cos ((2s− 1)pi)
)
, Ys = Y1/2,
se s ∈ [1/2; 1] .
Notiamo che il commutatore
[Xs, Ys] =
(
u2 0
0 u−2
)
,
per ogni s ∈ [0, 1] e che X1 = −X0 = ρX0ρ−1 e Y1 = −Y0 = ρY0ρ−1, come
voluto. Inoltre, l’immagine tramite χ di tale arco e` data da:(
0,
(
u+ u−1
)
sin(2pis),
(
u+ u−1
)
cos(2pis)
)
se s ∈ [0, 1/2] ,(− (u+ u−1) sin ((2s− 1)pi) , 0,− (u+ u−1) cos ((2s− 1)pi)) se s ∈ [1/2, 1] ,
che e` un arco chiuso in κ−1(t) in quanto unione di due semicirconferenze
consecutive in R3. La verifica, che omettiamo, e` elementare.
Per mostrare che R˜1
−1
(C) e` connesso, consideriamo la successione esatta
in omotopia indotta dalla fibrazione scritta in orizzontale nel diagramma:
· · · −→ pi1
(
R
−1
1 ◦ tr−1(t)
)
−→ pi1 (Hyp0(t)) −→
−→ pi0
(
R1
−1
(C)
)
−→ pi0
(
R−11 ◦ tr−1(t)
)
= 0.
Il gruppo fondamentale di Hyp0(t) e` generato dalla classe di omotopia di
un laccio della forma
{
θsC0θ
−1
s
}
con s ∈ [0, 1] dove {θs} e` un sottogruppo
ad un parametro ad elementi ellittici e C0 ∈ Hyp0; allora scegliendo una
coppia (X0, Y0) ∈ R1−1(C0) si ha che
{(
θsX0θ
−1
s , θsX0θ
−1
s
)}
e` un laccio
contenuto in R−11 ◦ tr−1(t) che, tramite l’applicazione R1, viene mandato
proprio in
{
θsC0θ
−1
s
}
. Allora l’applicazione indotta tra gruppi fondamentali
e` surgettiva, e dunque l’applicazione
pi1 (Hyp0(t)) −→ pi0
(
R1
−1
(C)
)
e` nulla. Allora l’applicazione
pi0
(
R1
−1
(C)
)
−→ pi0
(
R−11 ◦ tr−1(t)
)
= 0
e` iniettiva, dunque pi0
(
R1
−1
(C)
)
= 0. Allora anche R˜1
−1
(C) e` connesso in
quanto immagine continua di R1
−1
(C) tramite il rivestimento ω.
Consideriamo ora il caso di coppie (X,Y ) ∈ SL(2,R) × SL(2,R) tali
che tr [X,Y ] = 2. Il Lemma 4.16 implica che X ed Y commutano oppure
R˜1 (X,Y ) ∈ Par0. Poiche´ due elementi di G commutano se e solo se sono
elementi di uno stesso sottogruppo ad un parametro, se X,Y ∈ G sono tali
che [X,Y ] = Id, esiste un un arco in G×G che congiunge (X,Y ) a (Id, Id).
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Invece, nel caso in cui (X,Y ) ∈ PSL(2,R) × PSL(2,R) siano tali che
R˜1 (X,Y ) = C ∈ Par0, ogni coppia
(
X,Y
) ∈ SL(2,R) × SL(2,R) che si
proietta su (X,Y ) e` tale che tr
[
X,Y
]
= 2; dunque X,Y normalizzano il
sottogruppo ad un parametro in G˜ contenente C. A meno di coniugare per
un elemento di GL(2,R), possiamo supporre che:
C =
(
1 1
0 1
)
.
Per la Proposizione 4.5 (che possiamo applicare, come fatto nel Corolla-
rio 4.10) anche X ed Y possono essere rappresentate come matrici triangolari
superiori:
X =
(
α γ
0 α−1
)
, Y =
(
β δ
0 β−1
)
,
con α, β ∈ R∗ e γ, δ ∈ R. Poiche´ il commutatore e`
[X,Y ] =
(
1 α(1− β2)γ − β(1− α2)δ
0 1
)
,
la controimmagine R1
−1
(C) puo` essere identificata con l’insieme:{
(α, β, γ, δ) ∈ R4 |α, β 6= 0, α(1− β2)γ − β(1− α2)δ = 1} .
Allora la controimmagine R˜1
−1
(C) puo` essere identificata con l’insieme:
V =
{
(α, β, γ, δ) ∈ R4 |α, β > 0, α(1− β2)γ − β(1− α2)δ = 1} .
Poiche´ la proiezione V → R2 sulle prime due componenti ha come imma-
gine R2 \ {{±1} × {±1}} che e` connesso, e le fibre sono rette reali, pos-
siamo concludere che l’insieme V e` connesso grazie alla seconda parte del
Teorema 4.8.
Nel caso in cui C ∈ G˜ e` ellittico, se esistono X,Y ∈ G tali che
R˜1 (X,Y ) = C, mostriamo che C ∈ Ell−1 ∪Ell+1 e che l’insieme delle con-
troimmagini di C e` connesso. Per la proprieta` di sollevamento dei cam-
mini di cui gode tr ◦R˜1, come fatto nel lemma precedente, esiste un arco
(Xs, Ys) ⊆ G×G tale che:
(X1, Y1) = (X,Y ) , tr R˜1 (Xs, Ys) = 2 + s (trC − 2) .
Si ha dunque che, per s > 0, R˜1 (Xs, Ys) sono elementi ellittici di G˜ mentre
per s = 0 si ottiene un elemento appartenente a Par0 ∪{Id}. Allora gli
elementi ellittici appartenenti all’immagine I devono essere connessi per
archi a Par0 ∪{Id}, dunque
R˜1 (X,Y ) ∈ Ell±1 .
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Vogliamo ora mostrare che R˜1
−1
(C) e` connesso. Sia t = trC; a meno di
coniugare per un elemento di PGL(2,R), possiamo supporre che C ∈ Ell1.
Osserviamo che Ell1(t) = Ell1 ∩ tr−1(t) e` l’insieme di tutti e soli iG-coniugati
a C. Poiche´ due elementi ellittici sono coniugati se e solo se hanno lo stesso
angolo di rotazione, fissando una classe di coniugio si fissa un angolo di
rotazione; dunque ogni elemento della classe si identifica col proprio punto
fisso in H2 e ad ogni punto di H2 e` possibile associare l’elemento ellittico con
tale punto fisso e angolo di rotazione fissato; dunque Ell1(t) e` omeomorfo a
H2 ∼= D2. Allora l’insieme Ell±1(t) = Ell±1 ∩ tr−1(1) = Ell1(t) ∪ Ell−1(t) e`
unione disgiunta di due dischi. Si ha quindi che la fibrazione
R˜1
−1
(C) −→ R˜1−1 ◦ tr−1(t) −→ Ell±1(t)
e` banale; allora R˜1
−1
e` connesso se e solo se R˜1
−1◦tr−1(t) ha due componenti.
In particolare, e` sufficiente mostrare che l’insieme delle classi di coniugio per
PGL(2,R) di coppie (X,Y ) ∈ G×G tali che tr R˜1(X,Y ) = t e` connesso.
Abbiamo che l’insieme{(
X,Y
)
SL(2,R)× SL(2,R) | tr ◦R1
(
X,Y
)
= t
}
/PGL(2,R)
puo` essere identificato con l’unione delle quattro componenti non compatte
della cubica κ−1(t) perche´ R−11 ◦tr−1(t) = χ−1◦κ−1(t), ed ogni controimma-
gine χ−1(x, y, z) e` una GL(2,R)-orbita, per il Teorema 4.3. Tali componenti
non compatte sono permutate dal gruppo di automorfismi del rivestimento
a due fogli SL(2,R) × SL(2,R) → G × G, dato da Λ (definito all’inizio del
Paragrafo 4.4); dunque il quoziente{(
X,Y
)
G×G | tr ◦R1 (X,Y ) = t
}
/PGL(2,R)
e` omeomorfo ad un disco, dunque e` connesso.
Il caso in cui C ∈ Hyp2m+1 e` analogo al precedente. Ancora per la pro-
prieta` di sollevamento dei cammini e per questioni di connessione per archi
si dimostra che se esiste una coppia (X,Y ) ∈ G×G tale che R˜1 (X,Y ) = C,
allora C ∈ Hyp±1. Con lo stesso argomento del caso ellittico si mostra che
la controimmagine R˜1
−1
(C) e` connessa se e solo se l’insieme{(
X,Y
) ∈ G×G | tr ◦R1 (X,Y ) = trC} /PGL(2,R)
e` connesso; e cio` vale se e solo se il quoziente κ−1 (trC) /Λ e` connesso. Poiche´
trC < −2, per quanto osservato nel Paragrafo 4.4 abbiamo che κ−1 (trC)
e` unione di quattro dischi disgiunti, permutati da Γ; allora κ−1 (trC) /Λ e`
connesso in quanto omeomorfo ad un disco.
Infine, consideriamo il caso in cui C ∈ Par2m+1, ovvero trC = −2. Anco-
ra per la proprieta` di sollevamento dei cammini si ha che C ∈ Par−1 ∪Par+1.
Inoltre, poiche´ I e` aperto ed interseca
⋃
n Hypn esattamente in
Hyp−1 ∪Hyp0 ∪Hyp+1, si ha che C ∈ Par−1 ∪Par+−1. La dimostrazione del
fatto che R˜1
−1
(C) e` connesso e` analoga a quella dei due casi precedenti.
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4.6 Dimostrazione per il toro meno un disco
Dimostriamo ora il Teorema 3.7 nel caso in cui la superficie S sia un toro
meno un disco, sfruttando quanto dimostrato nei paragrafi precedenti.
Proposizione 4.19. Indicando con eu : W (S) → Z il numero di Eulero
relativo, le componenti connesse di W (S) sono le immagini inverse eu−1 (n)
dove n ∈ {−1, 0, 1}. Inoltre, indicando con C l’unica componente di bordo
di S (come in figura), si ha che l’applicazione di valutazione:
FC : W (S) −→ Hyp,
gode della proprieta` di sollevamento dei cammini.
Figura 4.2: Toro meno un disco.
Dimostrazione. Presentiamo il gruppo fondamentale della superficie come
pi = 〈A,B,C | [A,B] · C = Id〉 ,
Consideriamo il sollevamento dell’applicazione di valutazione:
F˜C : W (S) −→ G˜; ψ 7→ ψ˜(C)
dove ψ˜ : pi → G˜ e` un omomorfismo che solleva ψ, cioe` p ◦ ψ˜ = ψ (con
p : G˜→ G rivestimento universale). La definizione di F˜C non dipende dalla
scelta di ψ˜; infatti, se si considerano due omomorfismi ψ1 e ψ2 che sollevano
ψ, si ha che
ψ˜1(C) =
[
ψ˜1(A), ψ˜1(B)
]−1
,
ψ˜2(C) =
[
ψ˜2(A), ψ˜2(B)
]−1
.
Inoltre esistono due elementi zn e zm appartenenti al nucleo del rivestimento
universale G˜→ G tali che ψ˜2(A) = znψ˜1(A) e ψ˜2(B) = zmψ˜1(B), dunque
ψ˜1(C) = ψ˜2(C).
Inoltre, fissando ψ˜0(A), ψ˜0(B), ψ˜0(C) ∈ Hyp0 sollevamenti di ψ(A), ψ(B)
e ψ(C) rispettivamente, si ha che
zn =
[
ψ˜0(A), ψ˜0(B)
]
· ψ˜0(C) =
(
F˜C (ψ)
)−1 · ψ˜0(C),
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dove n e` la classe di Eulero relativa di ψ, dunque:
eu−1(−n) = F˜C
−1
(Hypn) .
Si ha quindi che
F˜C
−1
(Hypn) = R˜1
−1 (
Hyp−n
)
;
e grazie al Teorema 4.15 sappiamo che quest’ultimo e` non vuoto soltanto per
n = −1, 0,+1 (che dunque sono gli unici valori che puo` assumere la classe di
Eulero relativa di una rappresentazione in W (S)) e per tali valori e` connesso
per archi. Poiche´ la classe di Eulero relativa e` costante sulle componenti
connesse, si ha che le componenti connesse di W (S) sono esattamente le
controimmagini di n = −1, 0,+1.
Inoltre, il differenziale di FC e` surgettivo in ogni punto; dunque dato che
ogni controimmagine e` connessa per archi possiamo applicare il Lemma 4.8,
per cui l’applicazione di valutazione gode della proprieta` di sollevamento dei
cammini.
Abbiamo quindi dimostrato il Teorema 3.7 nel caso delle superfici con
caratteristica di Eulero uguale a -1. Questo costituira` il passo base per la
dimostrazione generale.
Osservazione 4.20. Nelle dimostrazioni della Proposizione 4.11 e della Pro-
posizione 4.19 abbiamo mostrato la disuguaglianza di Milnor-Wood nel caso
del pantalone e del toro meno un disco; casi che non erano compresi nel-
la dimostrazione del Teorema 2.28. Per l’esistenza della decomposizione
massimale di ogni superficie compatta a caratteristica negativa e grazie al-
l’additivita` della classe di Eulero (Proposizione 2.19) abbiamo che vale la
disuguaglianza di Milnor-Wood anche nel caso di superfici con bordo.
Capitolo 5
Superfici a caratteristica -2
In questo capitolo dimostreremo il Teorema 3.7 nel caso di superfici con
caratteristica di Eulero pari a −2. Come gia` visto nel Paragrafo 3.2, tali
superfici sono esattamente tre, a meno di omeomorfismo: la superficie chiusa
di genere 2 (S2), il toro meno due dischi (S1,2) e la sfera meno quattro dischi
(S0,4).
Per fare cio` dimostreremo un risultato di densita` nello spazio delle rap-
presentazioni del gruppo fondamentale di una superficie in PSL(2,R).
5.1 Un insieme denso
Descriviamo un insieme aperto denso nello spazio delle rappresentazioni.
Lavorare su tale spazio rendera` piu` semplici alcune dimostrazioni.
Consideriamo una superficie S compatta di genere g, con b componenti di
bordo e tale che χ(S) < 0; denotiamo ancora con pi il gruppo fondamentale
di S e con G lo spazio PSL(2,R); sia inoltre W (S) ⊆ Rep (pi,G) come nella
Definizione 3.6.
Definizione 5.1. Fissiamo una decomposizione massimale di S (descritta
nel Paragrafo 3.2) data da:
S =
2g−2+b⋃
i=1
Si ,
definiamo W ′(S) ⊆ W (S) come il sottoinsieme dato da tutte e sole le rap-
presentazioni ρ ∈W (S) tali che, per ogni Si, l’immagine della composizione
pi1 (Si) ↪→ pi ρ−→ G
non e` abeliana.
Allora vale la seguente proprieta` di densita`:
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Proposizione 5.2. Con la notazione usata nella definizione precedente,
W ′(S) e` un aperto denso di W (S).
Per dimostrare la proposizione appena enunciata ci sara` utile il seguente
lemma:
Lemma 5.3. Per ogni intero g ≥ 2 sia Sg la superficie chiusa di genere g
e sia S0 ⊆ S una sottosuperficie con caratteristica di Eulero pari a −1 che
costituisce un blocco di una decomposizione massimale di Sg duale di un
albero. Allora esiste una rappresentazione ϕ : pi1(Sg)→ G con
eu (ϕ) = χ (Sg) + 1 = 3− 2g,
e tale che la composizione
pi1 (S0) ↪→ pi ϕ−→ G
e` iniettiva.
Dimostrazione. Decomponiamo la superficie Sg come unione S ∪ T , dove
χ (T ) e` un toro meno un disco, S e` connessa e S0 ⊆ S. Poiche´ χ (T ) = −1
e χ (S) = 2 − 2g, per l’additivita` della caratteristica di Eulero si ha che
χ (S) = 3− 2g.
Consideriamo su S una struttura iperbolica completa con bordo geode-
tico. Se indichiamo con ϕ1 : pi1(S) → G l’olonomia associata a S (ovvero,
la restrizione ad S dell’olonomia associata alla superficie chiusa data dal
doppio 2S), per l’implicazione gia` dimostrata del Teorema 3.10, si ha che
eu (ϕ) = 3− 2g = |χ (S)|.
L’idea della dimostrazione e` quella di determinare una rappresentazione
ϕT : pi1(T ) → G che coincida con ϕ1 sulla componente di bordo comune
e la cui classe di Eulero sia nulla. Per costruire la rappresentazione ϕT
denotiamo con C la componente di bordo comune a T ed S e con X ed Y
due generatori di pi1(T ) tali che
pi1(T ) = 〈X,Y,C | [X,Y ] = C〉 .
Sia h1 l’immagine di C tramite l’olonomia ϕ di S; per costruzione si ha che
h1 e` iperbolico. Definiamo allora la rappresentazione ϕT tale che
ϕT (C) = h1.
Se consideriamo un sollevamento di h1 che giace in Hyp0 che indichiamo con
h˜1, per la Proposizione 4.15, esistono h2, h3 ∈ G tali che R˜1 (h2, h3) = h˜1.
Dunque, se definiamo ϕT (X) = h2 e ϕT (Y ) = h3, abbiamo che
[ϕT (X), ϕT (Y )] = ϕT (C);
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ed inoltre, denotando con h˜2, h˜3 arbitrari sollevamenti di h2, h3 a G˜, si ha
che
eu (ϕT ) = o2 (ϕT ) =
[
h˜2, h˜3
]
· h˜1
−1
= 0.
Poiche´
pi1 (Sg) = pi1 (S)
∐
pi1(C)
pi1 (T ) ,
esiste una rappresentazione
ϕ : pi1 (S) −→ G
che ristretta a pi1(S) coincide con ϕS e ristretta a pi1(T ) sia un coniugato
di ϕT , che si ottiene semplicemente incollando sul bordo le due rappresen-
tazioni. Per l’additivita` della classe di Eulero (Proposizione 2.19) si ha
che:
eu (ϕ) = eu (ϕ1) + eu (ϕT ) = 3− 2g + 0 = 3− 2g.
Poiche´ ϕ1 e` olonomia in particolare e` iniettiva; dunque la sua restrizione a
pi1 (S0) e` iniettiva ed ha classe di Eulero pari a 3− 2g, come voluto.
Dimostrazione della Proposizione 5.2. L’obiettivo e` quello di dimostrare che,
per ciascun blocco Si della fissata decomposizione massimale di S, l’insieme
delle rappresentazioni ρ ∈W (S) tali che l’immagine della composizione
pi1 (S1) ↪→ pi ρ−→ G (5.1)
e` abeliana costituisce una sottovarieta` propria chiusa a parte interna vuota
di Rep (pi,G).
Fissiamo dunque un blocco Si della decomposizione massimale di S e
denotiamo con Ai, Bi ∈ pi1(Si) ↪→ pi una coppia di generatori del gruppo
fondamentale di Si. Definiamo l’applicazione:
ci : Rep (pi,G) −→ G, ϕ 7→ [ϕ(Ai), ϕ(Bi)] ;
poiche´ si tratta di un’applicazione polinomiale, abbiamo che la controimma-
gine c−1i (Id) e` una sottovarieta` propria chiusa a parte interna vuota oppure
contiene una componente irriducibile di Rep (pi,G). Osserviamo che tale con-
troimmagine e` esattamente l’insieme delle rappresentazioni la cui immagine
tramite la composizione 5.1 e` abeliana.
Consideriamo per primo il caso in cui la superficie S abbia bordo non
vuoto. Il gruppo fondamentale e` generato liberamente da 1−χ (S) elementi
(per la presentazione standard si veda il Paragrafo 2.4.2); si ha quindi che
Rep (pi,G) ∼= G1−χ(S); in particolare, Rep (pi,G) e` una varieta` liscia connes-
sa. Osserviamo che per ogni intero n > 0 esiste una rappresentazione fedele
di un gruppo libero di rango n in G (Teorema di Baire: le parole sono una
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funzione continua dallo spazio delle rappresentazioni, che identifichiamo con
Gn, in G; la controimmagine dell’identita` e` quindi un chiuso proprio ed es-
sendo una sottovarieta` algebrica di una varieta` irriducibile ha parte interna
vuota; poiche´ le parole possibili sono numerabili si ha che l’unione delle con-
troimmagini dell’identita` al variare delle parole sono ancora a parte interna
vuota; il complementare in Gn e` dunque un denso per il Teorema di Baire, in
particolare e` non vuoto; quindi esistono rappresentazioni iniettive). Allora
nel nostro caso esiste una rappresentazione fedele di pi1(Si) in G. Dunque,
dato che [Ai, Bi] 6= Id in pi, esistera` un elemento ρ ∈ Rep (pi,G) tale che
ci (ρ) 6= Id. Quindi c−1i (Id) non sara` tutto Rep (pi,G) e dunque sara` una
sottovarieta` propria chiusa (a parte interna vuota, visto che Rep (pi,G), es-
sendo lisco, e` irriducibile). L’insieme U delle rappresentazioni ρ ∈ Rep (pi,G)
tali che, per ogni i = 1, . . . , 2g− 2 + b, ρ (pi1(Mi)) non e` abeliano, e` dato da:
U =
2g−2+b⋂
i=1
(
c−1i (Id)
)c
,
che e` un aperto denso di Rep (pi,G). Poiche´ W (S) e` un aperto di Rep (pi,G)
si ha che
W ′(S) = U ∩W (S)
e` un aperto denso in W (S) con la topologia indotta.
Consideriamo ora il caso in cui S sia una superficie chiusa. Per il
Teorema 5.1 di [Gol88] lo spazio delle rappresentazioni Rep (pi,G) ha due
componenti irriducibili, date dalle due controimmagini della composizione
Rep (pi,G)
eu−→ Z q−→ Z/2Z ;
dove q indica il quoziente per il sottogruppo 2Z. Allora per mostrare che
2g−2+b⋃
i=1
c−1i (Id)
non contiene alcuna componente irriducibile (e dunque ha parte interna
vuota), esibiamo una rappresentazione in ognuna delle due componenti irri-
ducibili tale che ci non e` banale.
Per l’implicazione gia` dimostrata del Teorema 3.10 esiste una rappre-
sentazione Fuchsiana ϕ tale che eu (ϕ) = ± (2− 2g); quindi q (eu (ϕ)) = 0;
allora la componente irriducibile data da (q ◦ eu)−1 (0) contiene almeno una
rappresentazione fedele, dunque in particolare ci (ϕ) 6= Id. Per quanto ri-
guarda la componente irriducibile data da (q ◦ eu)−1 (1), il Lemma 5.3 dimo-
stra l’esistenza di una rappresentazione ψ tale che eu (ψ) = 3−2g, e dunque
q (eu (ψ)) = 1, per cui la composizione
pi1 (Si) ↪→ pi ψ−→ G
e` iniettiva, e quindi ci (ψ) 6= Id.
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5.2 Dimostrazione per S2
Possiamo ora dimostrare il Teorema 3.1 nel caso della superficie chiusa di ge-
nere 2, che indichiamo con S2. Denotiamo ancora con G lo spazio PSL(2,R)
e con G˜ il suo rivestimento universale; con pi il gruppo fondamentale di S2
e ancora con eu : Rep (pi,G)→ Z la classe di Eulero.
Teorema 5.4. Le componenti connesse di Rep (pi,G) sono esattamente le
controimmagini eu−1(n) con n ∈ [−2, 2].
Dimostrazione. Ricordando che possiamo dare una presentazione di pi come
il gruppo
pi = {(a1, b1, a2, b2) | [a1, b1] · [a2, b2] = Id} ,
e poiche´, in generale, vale che [X,Y ] = [Y,X]−1, possiamo identificare (me-
diante l’applicazione di valutazione) lo spazio Rep (pi,G) delle rappresenta-
zioni con lo spazio{
(A1, B1, A2, B2) ∈ G4 | [A1, B1] = [B2, A2]
} ⊆ G4.
Per la disuguaglianza di Milnor Wood (Teorema 2.28) si ha che eu−1(n) e`
vuota per n /∈ [−2, 2]; invece, per come abbiamo descritto la seconda classe di
ostruzione al Paragrafo 2.4, si ha che, per ogni n ∈ [−2, 2], la controimmagine
eu−1(n) e` data da tutte e sole le quaterne (A1, B1, A2, B2) ∈ G4 tali che:
R˜1 (A1, B1) = z
n R˜1 (B2, A2) .
Per quanto dimostrato nel Teorema 4.15, l’immagine I di R˜1 e` tale che I∩znI
e` non vuoto se e solo se n = 0,±1,±2; questo significa che l’immagine di
eu : Rep (pi,G)→ Z e` esattamente l’insieme {0;±1;±2}.
Cio` che rimane da mostrare e` che la controimmagine eu−1(n) e` con-
nessa per ciascun n nell’immagine e che quindi le componenti connesse di
Rep (pi,G) sono esattamente 5, ed hanno immagine distinta tramite l’appli-
cazione eu : Rep (pi,G)→ Z. Per la Proposizione 5.2 si ha che
W ′(S2) = {(A1, B1, A2, B2) ∈ Rep (pi,G) | [A1, B1] 6= Id}
e` un aperto denso di Rep (pi,G); allora e` sufficiente mostrare che, per ogni
n ∈ {0,±1,±2}, l’insieme
eu−1(n) ∩W ′(S2)
e` connesso. Considerando l’applicazione di commutatore dei sollevamenti
R˜1 : G×G→ G˜, osserviamo (come gia` fatto in precedenza) che la restrizione
R˜1 : R˜1
−1 (
G˜ \ {zm}m∈Z
)
−→ G˜ \ {zm}m∈Z
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ha differenziale surgettivo in ogni punto. Notiamo che, se n ∈ {0,±1,±2},
allora W ′(S2) ∩ eu−1(n) e` lo spazio{
(A1, B2, A2, B2) ∈ Rep (pi,G)
∣∣∣ R˜1 (A1, B1) ∈ I ∩ znI ; [A1, B1] 6= Id} ;
dunque se mostriamo che per ogni n ∈ {0,±1,±2} l’insieme I ∩ znI e`
connesso, per la seconda parte del Teorema 4.8 si ha che anche la sua
controimmagine tramite R˜1 (ovvero W
′(S2) ∩ eu−1(n)) e` connessa.
Se n = 0, si ha I ∩ znI = I, che e` connesso.
Se n = 1, si ha
I ∩ zI = Hyp0 ∪Par+0 ∪Ell1 ∪Par−1 ∪Hyp1,
che e` connesso.
Se n = 2, si ha
I ∩ z2I = Hyp1,
che e` connesso.
Dunque eu−1(n) con n = 0, 1, 2 e` connesso. Poiche´ per n 6= 0 le contro-
immagini eu−1(n) e eu−1(−n) sono portate l’una nell’altra dall’azione della
componente di PGL(2,R) che non contiene l’identita`, abbiamo che anche
eu−1(−1) e eu−1(−2) sono connessi.
5.3 Dimostrazione per S1,2
Il secondo caso per cui dimostreremo il Teorema 3.7, e` quello del toro
meno due dischi. Indichiamo con S tale superficie, con pi il suo grup-
po fondamentale e con A e B le sue componenti di bordo; come sopra
G = PSL(2,R).
In figura mostriamo una decomposizione massimale del toro meno due
dischi, data da una componente di tipo pantalone, che chiamiamo P , ed un
toro meno un disco, che chiamiamo T . Indichiamo inoltre con C ⊆ S la
curva semplice chiusa che costituisce il bordo comune tra i due blocchi della
decomposizione. Indicando con A,B,C anche le opportune relative classi di
omotopia in pi, si ha che C = AB.
Figura 5.1: Decomposizione di S1,2.
Vale allora il seguente lemma:
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Lemma 5.5. Sia ϕ ∈ Rep (pi,G) una rappresentazione tale che ϕ (pi1(P )) e
ϕ (pi1(T )) non sono abeliani. Allora esiste un arco
ϕt : [0, 1] −→ Rep (pi,G)
tale che:
(i) ϕ0 = ϕ;
(ii) ϕt(A) e` coniugato a ϕ(A) e ϕt(B) e` coniugato a ϕ(B) per ogni tempo
t ∈ [0, 1];
(iii) ϕ1(C) e` un’isometria iperbolica.
Inoltre, se ϕ(A) e ϕ(B) sono entrambi isometrie iperboliche, esiste un
arco che soddisfa tali proprieta` e tale che
eu
(
ϕ1|pi1(P )
)
= ±1.
Dimostrazione. Se ϕ(C) e` iperbolico l’arco costantemente uguale a ϕ sod-
disfa la prima parte della tesi.
Altrimenti fissiamo un sollevamento ϕ˜ : pi → G˜, dove p : G˜ → G e` il
rivestimento universale di G e consideriamo
a = tr ϕ˜(A), b = tr ϕ˜(B), c = tr ϕ˜(C).
Poiche´ stiamo considerando il caso in cui ϕ(C) e` ellittico o parabolico, ab-
biamo che |c| ≤ 2. Fissando ε > 0, consideriamo l’arco {(at, bt, ct)} ⊆ R3,
con t ∈ [0, 1], definito come
at = a, bt = b, ct = t(2 + ε) + (1− t)c.
Nel caso in cui l’arco {(at, bt, ct)} e` interamente contenuto in χ (Ω),
ovvero non interseca(
]− 2, 2[3 ∩κ−1 (]− 2, 2])) ∪ ({±2}3 ∩ κ−1(2)) ,
per il Corollario 4.10 possiamo sollevarlo tramite l’applicazione carattere χ;
ovvero, a meno di riparametrizzazioni di {(at, bt, ct)}), esiste un arco
{(At, Bt)} ⊆
{
(X,Y ) ∈ G˜× G˜ | [X,Y ] 6= Id
}
,
tale che A0 = ϕ˜(A), B0 = ϕ˜(B) e
χ˜ (At, Bt) = (at, bt, ct) .
Se invece l’arco {at, bt, ct} interseca R3 \ χ (Ω) per qualche τ ∈ [0, 1], si
ha che (a, b, cτ ) appartiene a ] − 2, 2[3 ∩κ−1(] − 2, 2]) oppure appartiene a
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{±2}3∩κ−1(2). Nel primo caso, poiche´ (a, b, c) e` immagine di (A,B) tramite
il carattere, si ha che κ (a, b, c) /∈]− 2, 2], ovvero
a2 + b2 + c2 − abc− 2 ≤ −2, oppure a2 + b2 + c2 − abc− 2 > +2.
Se (a, b, c) ∈] − 2, 2[3 la prima e` impossibile, dunque e` vera la seconda, da
cui
c <
ab−√(4− a2) (4− b2)
2
, oppure c >
ab+
√
(4− a2) (4− b2)
2
.
Se vale la seconda delle due possibilita`, allora e` vero che ct >
ab+
√
(4−a2)(4−b2)
2 ,
per ogni t ∈ [0, 1]. Se invece e` vera la prima e
ab−√(4− a2) (4− b2)
2
≤ c1 = 2 + ε,
allora e` sufficiente considerare l’arco in R3 definito come
at = a, bt = b, ct = t(−2− ε) + (1− t)c,
che e` interamente contenuto in χ (Ω). Invece nel caso in cui {at, bt, ct} in-
tersechi {±2}3 ∩ κ−1(2), si ha che a = ±2 e b = ±2 e per τ ∈ [0, 1] tale che
cτ = 2 vale
κ (a, b, cτ ) = 2;
anche in tal caso e` sufficiente considerare l’arco {a, b, t(−2− ε) + (1− t)c},
in modo che, quando ct = −2, si ha che κ (a, b, ct) 6= 2. Allora e` possibile
sollevarlo ad un arco
{(At, Bt)} ⊆
{
(X,Y ) ∈ G˜× G˜ | [X,Y ] 6= Id
}
,
come nel caso precedente. Poiche´ trAt e trBt sono costanti e At e Bt
non sono mai uguali all’identita` (altrimenti commuterebbero), si ha che At
e` coniugato ad A0 e Bt e` coniugato a B0 per ogni tempo t ∈ [0, 1]. Sia
Ct = AtBt e siano X,Y ∈ pi due lacci in S non separanti tali che [X,Y ] = C
e siano X0 = ϕ(X) e Y0 = ϕ(Y ). Poiche´ ogni arco γt contenuto in G˜ che ha
punto iniziale in Ell±1 e che interseca
⋃
n Elln soltanto in punti di Ell±1 e`
interamente contenuto in I e poiche´ R˜1 gode della proprieta` di sollevamento
dei cammini, esiste un arco {(Xt, Yt)} ∈ G × G tale che R˜1(Xt, Yt) = Ct.
Poiche´
pi = 〈A,B,X, Y,C |AB = C = [X,Y ]〉 ,
segue che {(At, Bt, X, Y )}, con t ∈ [0, 1], definisce un arco di rappresenta-
zioni con le proprieta` volute.
Supponiamo ora che ϕ(A) e ϕ(B) siano iperbolici. Se ϕ(C) e` iperbolico e
eu
(
ϕ1|pi1(P )
)
e` non nulla, non c’e` niente da dimostrare. Se invece ϕ(C) non
5.3. DIMOSTRAZIONE PER S1,2 77
e` iperbolico, poiche´ la retta {a} × {b} × R non interseca l’insieme [−2, 2]3,
per la proprieta` di sollevamento dei cammini (Corollario 4.10) e` possibile
sollevare entrambi gli archi descritti sopra ad archi in G˜ × G˜. Poiche´ e`
possibile scegliere c1 positivo o negativo, in uno dei due casi si ha che un
numero pari di valori tra a, b e c1 e` positivo, in tal caso la classe di Eulero
relativa eu
(
ϕ1|pi1(P )
)
e` dispari (e dunque vale ±1). Infine consideriamo il
caso in cui ϕ(C) e` iperbolico e eu
(
ϕ1|pi1(P )
)
e` nullo. Scegliendo A˜ e B˜
sollevamenti di ϕ(A) e ϕ(B) appartenenti a Hyp0, si ha che anche C˜ = A˜B˜
giace in Hyp0. In tal caso esiste un arco {at, bt, ct}, con t ∈ [0, 1], contenuto
in χ (Ω) (con la notazione usata nel Corollario 4.10), tale che
at = tr A˜, bt = tr B˜, c0 = tr C˜, c1 = −c0.
Ancora per il corollario appena citato tale arco si puo` sollevare ad un arco in
G˜× G˜. Come nella prima parte della dimostrazione esiste un arco {Xt, Yt}
che determina un arco {ϕt} tale che ϕ0 = ϕ. Poiche´ la classe di Eulero
relativa della restrizione di ϕ a P e` nulla, sia ha che un numero dispari di
valori tra a, b e c0 e` positivo; dunque un numero pari di valori tra a, b e
c1 e` positivo, ovvero la classe di Eulero relativa di eu
(
ϕ1|pi1(P )
)
e` dispari,
dunque vale ±1.
Per dimostrare il caso del toro meno due dischi sara` utile il seguente
risultato generale:
Proposizione 5.6. Siano M una superficie compatta e M =
⋃−χ(M)
i=1 Mi
una sua decomposizione massimale; indichiamo con W ′(M) il sottoinsieme
di W (M) definito nel paragrafo 5.1. Siano ϕ,ψ ∈W ′(M) tali che
eu (ϕ|Mi) = eu (ψ|Mi) ,
per ogni blocco Mi della decomposizione di M ; allora esiste un arco in
W ′(M) che collega ϕ a ψ.
Dimostrazione. Denotiamo con m la caratteristica di Eulero della superficie.
Nel caso in cui m = −1, per le Proposizioni 4.11 e 4.19 abbiamo che se due
rappresentazioni in W ′(M) hanno la stessa classe di Eulero relativa, allora
giacciono nella stessa componente connessa per archi di W ′(M).
Supponendo che la tesi valga per superfici a caratteristica di Eulero
pari a m − 1, consideriamo una sottosuperficie connessa M1 ⊆ M della
decomposizione massimale, tale che
M ′ = M \M1
e` connessa. Allora per ipotesi induttiva le restrizioni a pi1 (M
′) di ϕ e ψ
giacciono nella stessa componente connessa per archi di W ′ (M ′), dato che
χ
(
M ′
)
= χ (M)− χ(M1) = m− 1,
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per l’additivita` della caratteristica di Eulero.
Sia C = ∂M ′ ∩ ∂M1 la componente di bordo in comune tra le due sotto-
superfici, e denotiamo ancora con C le corrispondenti classi di omotopia in
pi1 (M1), pi1 (M
′) e pi1(M). Sia
{ϕt} ⊆W ′
(
M ′
)
con t ∈ [0, 1] l’arco che congiunge ϕ|pi1(M ′) a ψ|pi1(M ′). Inoltre, per le
Proposizioni 4.11 e 4.19 abbiamo che le applicazioni di valutazione godo-
no della proprieta` di sollevamento dei cammini; dunque esiste un arco di
rappresentazioni
{ηt} ⊆W ′ (M1)
con t ∈ [0, 1], tale che
ηt(C) = ϕt(C),
con η0 = ϕ|pi1(M1). La coppia di archi (ηt, ϕt) di rappresentazioni definisce
quindi un arco in W ′(M) che congiunge ϕ a ψ.
Allora, nel caso in cui la superficie S sia un toro meno due dischi vale il
seguente teorema:
Teorema 5.7. Le componenti connesse di W (S) sono date dalle controim-
magini della classe di eulero relativa eu−1(n) per n = 0,±1,±2.
Inoltre, se α, β ⊆ G sono due classi di coniugio di elementi iperbolici, e
considerando l’insieme
W (S;α, β) = {ϕ ∈W (S) |ϕ(A) ∈ α; ϕ(B) ∈ β} ,
le componenti connesse di W (S;α, β) sono gli insiemi
eu−1(n) ∩W (S;α, β),
con n = 0,±1,±2.
Dimostrazione. Poiche´ l’insieme W ′(S) e` aperto denso in W (S) (Proposizio-
ne 5.2), e` sufficiente mostrare che per ogni coppia di elementi ϕ,ψ ∈W ′(S)
aventi lo stesso numero di Eulero esiste un arco contenuto in W ′(S) che li
congiunge. Consideriamo, come sopra, la decomposizione di S in un toro
meno un disco T ed un pantalone P ; denotiamo con C la componente di
bordo comune ai due blocchi. Per il Lemma 5.5 e` possibile deformare ϕ in
una rappresentazione ϕ′ tale che ϕ′(C) e` iperbolico; inoltre, poiche´ ϕ(A) e
ϕ(B) sono elementi iperbolici, possiamo supporre
eu
(
ϕ′|pi1(P )
)
= ±1.
Analogamente, e` possibile trasformare ψ in una rappresentazione ψ′ tale che
ψ′(C) e` iperbolico e
eu
(
ψ′|pi1(P )
)
= ±1,
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per la seconda parte del Lemma 5.5.
Considerando il caso in cui eu
(
ϕ′|pi1(P )
)
= eu
(
ψ′|pi1(P )
)
, poiche´
eu
(
ϕ′
)
= eu (ϕ) = eu (ψ) = eu
(
ψ′
)
,
per l’additivita` della classe di Eulero si ha che
eu
(
ϕ′|pi1(P )
)
+ eu
(
ϕ′|pi1(T )
)
= eu
(
ϕ′
)
=
= eu
(
ψ′
)
= eu
(
ψ′|pi1(P )
)
+ eu
(
ψ′|pi1(T )
)
,
allora
eu
(
ϕ′|pi1(T )
)
= eu
(
ψ′|pi1(T )
)
.
Per la Proposizione 5.6 e` possibile congiungere ϕ e ψ con un arco in W ′(S).
Rimane da considerare il caso in cui
eu
(
ϕ′|pi1(P )
)
= − eu
(
ψ′|pi1(P )
)
= ±1.
Per il Proposizione 4.19 si ha che
eu
(
ϕ′|pi1(T )
)
, eu
(
ψ′|pi1(T )
)
∈ [−1, 1];
e per l’additivita` della classe di Eulero (Proposizione 2.19) vale che
eu (ϕ) = eu
(
ϕ′|pi1(T )
)
+ eu
(
ϕ′|pi1(P )
)
,
eu (ψ) = eu
(
ψ′|pi1(T )
)
+ eu
(
ψ′|pi1(P )
)
;
dunque segue che eu (ϕ) = eu (ψ) = 0 e che
eu
(
ϕ′|pi1(T )
)
= − eu
(
ψ′|pi1(T )
)
= ∓1.
Esistono allora due sollevamenti
ϕ˜, ψ˜ : pi −→ G˜
di ϕ e ψ rispettivamente, tali che
ϕ˜(A), ϕ˜(B), ψ˜(A), ψ˜(B) ∈ Hyp0 .
E` possibile deformare ϕ′ con ϕ′′ ∈ W ′(S), in modo che le classi di Eulero
relative di ϕ′′ e ψ′ ristrette a T e P siano concordi. Senza perdita di ge-
neralita` possiamo supporre che eu
(
ϕ′|pi1(P )
)
= +1, per cui ϕ˜′(C) ∈ Hyp1 e
ϕ˜′′(C) ∈ Hyp−1. Allora esiste un arco {Ct} con t ∈ [0, 1] contenuto intera-
mente in I (descritto nel Teorema 4.15) tale che C0 = ϕ˜′(C) e C1 = ϕ˜′′(C).
80 CAPITOLO 5. SUPERFICI A CARATTERISTICA -2
Per la proprieta` di sollevamento dei cammini descritta nella Proposizio-
ne 4.11 e nella Proposizione 4.19, esiste un arco di rappresentazioni {ϕt}
con t ∈ [0, 1] sollevabile ad un arco{
ϕ˜t : pi → G˜
}
,
con ϕ˜t(A), ϕ˜t(B) ∈ Hyp0 e tale che ϕ˜t(C) = Ct.
Ci siamo dunque ricondotti al caso in cui:
eu
(
ϕ|pi1(P )
)
= eu
(
ψ|pi1(P )
)
,
eu
(
ϕ|pi1(T )
)
= eu
(
ψ|pi1(T )
)
;
che abbiamo visto nella prima parte della dimostrazione.
Per quanto riguarda la seconda parte dell’enunciato, osserviamo che tutte
le deformazioni effettuate sulle trasformazioni possono essere fatte conser-
vando la traccia di ϕt(A) e ϕt(B) (considerando archi che siano porzioni
di sottogruppi ad un parametro). Allora possiamo effettuare tutte le tra-
sformazioni fissando le classi di coniugio delle immagini delle componenti di
bordo, ovvero ogni arco considerato nella dimostrazione puo` essere contenuto
interamente in W (S;α, β).
5.4 Dimostrazione per S0,4
Il terzo ed ultimo caso di superficie con caratteristica di Eulero pari a −2
e` quello della sfera meno quattro dischi, ovvero la superficie di genere nullo
con quattro componenti di bordo, che indicheremo con S. Come gia` osser-
vato nel Paragrafo 3.2, una decomposizione massimale (duale di un albero)
per la sfera meno quattro dischi e` data da due blocchi di tipo pantalone.
Denotiamo con G lo spazio PSL(2,R), con pi il gruppo fondamentale di S;
siano A,B,C,D le quattro componenti di bordo di S e P1 e P2 i due blocchi
di tipo pantalone che costituiscono la decomposizione massimale di S. Indi-
chiamo poi con X la componente di bordo in comune tra P1 e P2, in modo
che
∂P1 = A ∪B ∪X ,
∂P2 = C ∪D ∪X ;
come rappresentato in figura.
Osserviamo che, indicando con A,B,C,D,X anche le corrispondenti
classi di omotopia in pi, si ha che
AB = X = (CD)−1 .
La versione del Teorema 3.7 che dimostreremo in questo caso e` la se-
guente:
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Figura 5.2: Decomposizione di S0,4.
Teorema 5.8. Le componenti connesse di W (S) sono esattamente le con-
troimmagini eu−1(n) con n ∈ {0,±1,±2} della classe di Eulero relativa.
Inoltre, se α, β, γ, δ sono classi di coniugio di elementi iperbolici in G, le
componenti connesse dell’insieme
W (S;α, β, γ, δ) = {ϕ ∈W (M) |ϕ(A) ∈ α; ϕ(B) ∈ β; ϕ(C) ∈ γ; ϕ(D) ∈ δ}
sono esattamente gli insiemi
eu−1(n) ∩W (S;α, β, γ, δ) ,
con n ∈ {0,±1,±2}.
Per la dimostrazione sara` importante il seguente fatto:
Lemma 5.9. Sia ϕ ∈ W (S) una rappresentazione tale che ϕ (pi1(P1)) e
ϕ (pi1(P2)) non sono abeliani e ϕ(A) e` iperbolico. Allora esiste un arco
{ϕt} ⊆ Rep (pi,G), con t ∈ [0, 1], tale che:
(i) ϕ0 = ϕ;
(ii) ϕt(A) e` coniugato a ϕ(A), ϕt(B) e` coniugato a ϕ(B), ϕt(C) e` coniugato
a ϕ(C) e ϕt(D) e` coniugato a ϕ(D), per ogni t ∈ [0, 1];
(iii) ϕ1(X) e` iperbolico.
Inoltre, se anche ϕ(B), ϕ(C) e ϕ(D) sono iperbolici, esiste un arco le
con le proprieta` descritte sopra, tale che
eu
(
ϕ1|pi1(P1)
)
= ±1 .
Dimostrazione. Se ϕ(X) e` iperbolico basta scegliere un arco costantemente
uguale a ϕ per soddisfare la prima parte dell’enunciato.
Altrimenti consideriamo un sollevamento ϕ˜ : pi → G˜ di ϕ; siano
a = tr ϕ˜(A), b = tr ϕ˜(B) , c = tr ϕ˜(C) , d = tr ϕ˜(D) , x = tr ϕ˜(X) .
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Come nella dimostrazione del Lemma 5.5 e` possibile costruire un arco lineare
{ct, dt, xt} ⊆ R3, con t ∈ [0, 1], tale che ct ≡ c, dt ≡ d, |x1| > 2, che non
intersechi l’insieme
[−2, 2]3 ∩ κ−1 ([−2, 2]) .
Allora esiste un arco {(Ct, Dt)} ∈ G˜× G˜, con t ∈ [0, 1], tale che C0 = ϕ˜(C),
D0 = ϕ˜(D),
[Ct, Dt] 6= Id, e χ (Ct, Dt) = (ct, dt, xt) .
Consideriamo poi l’arco {at, bt, xt} ⊆ R3, con t ∈ [0, 1], at ≡ a e bt ≡ b.
Poiche´ |a| > 2 per ipotesi, abbiamo che tale arco non interseca mai l’insieme
[−2, 2]3 ∩ κ−1 ([−2, 2]) .
Allora, come sopra, esiste un arco {(At, Bt)} ∈ G˜ × G˜, con t ∈ [0, 1], tale
che A0 = ϕ˜(A), B0 = ϕ˜(B),
[At, Bt] 6= Id, e χ (At, Bt) = (at, bt, xt) .
Per il Lemma 1.10, esiste un arco {Ut} ⊆ G˜, tale che
AtBt = UtXtU
−1
t .
Allora la proiezione in Rep (pi,G) dell’arco in Rep
(
pi, G˜
)
dato da
ϕt(A) = At , ϕt(B) = Bt , ϕt(C) = UtCtU
−1
t , ϕt(D) = UtDtU
−1
t ,
soddisfa le richieste.
Supponiamo ora che ϕ(B), ϕ(C) e ϕ(D) siano elementi iperbolici. Sol-
levando un’arco contenuto in {a} × {b} × R ed un corrispondente arco in
{c} × {d} × R, e` possibile ottenere tr ϕ˜(X) maggiore di 2 o minore di −2.
Allora si puo` fare in modo che un numero dispari di tr ϕ˜(A), tr ϕ˜(B), tr ϕ˜(X)
sia negativo, in modo che
eu
(
ϕ1|pi1(P1)
)
= ±1.
Dimostrazione del Teorema 5.8. Grazie alla Proposizione 5.2 sappiamo che
W ′(S) e` un sottoinsieme aperto denso di W (S); dunque e` sufficiente mostra-
re che se due rappresentazioni ϕ,ψ ∈ W ′(S) sono tali che eu (ϕ) = eu (ψ),
allora esiste un arco interamente contenuto in W ′(S) che li congiunge.
Poiche´ ϕ e ψ sono rappresentazioni di W ′(S), entrambe soddisfano le
ipotesi del Lemma 5.9, dunque possono essere deformate in rappresentazioni
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ϕ′, ψ′ ∈W ′(S) affinche´ ϕ′(X) e ψ′(X) siano elementi iperbolici; inoltre, per
la seconda parte dell’enunciato dello stesso lemma, si ha che
eu
(
ϕ′|pi1(P1)
)
= ±1 ,
eu
(
ψ′|pi1(P1)
)
= ±1 .
Analogamente al caso del toro meno due dischi, nel caso in cui
eu
(
ϕ′|pi1(P1)
)
= eu
(
ψ′|pi1(P1)
)
,
e` possibile congiungere le due rappresentazioni con un arco contenuto in
W ′(S), grazie alla Proposizione 5.6.
Invece, se
eu
(
ϕ′|pi1(P1)
)
= − eu (ψ′|pi1(P1)) ,
si ha che
eu
(
ϕ′|pi1(P1)
)
+ eu
(
ϕ′|pi1(P2)
)
= − eu (ϕ′|pi1(P1))+ eu (ψ′|pi1(P2)) ;
supponiamo, senza perdita di generalita`, che eu
(
ϕ′|pi1(P1)
)
= 1, allora
1 + eu
(
ϕ′|pi1(P2)
)
= −1 + eu (ψ′|pi1(P2)) ;
poiche´ eu
(
ϕ′|pi1(P2)
)
, eu
(
ψ′|pi1(P2)
)
assumono valori in {−1, 0,+1}, si ha che
eu
(
ϕ′|pi1(P2)
)
= −1, eu (ψ′|pi1(P2)) = +1;
da cui segue che
eu
(
ϕ′
)
= eu
(
ψ′
)
= 0.
Dunque e` possibile deformare ulteriormente le rappresentazioni affinche´ le
classi di Eulero ristrette a pi1(P1) siano concordi (come fatto nella dimostra-
zione del Teorema 5.7), e ci si possa cos`ı ricondurre al caso precedente.
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Capitolo 6
Il caso generale
In quest’ultimo capitolo dimostreremo i teoremi enunciati nel Capitolo 3 per
superfici compatte con o senza bordo, nel caso generale di caratteristica di
Eulero negativa. Sfrutteremo i risultati dimostrati nei capitoli precedenti;
in particolare, grazie alla decomposizione massimale potremo ricondurci al
caso di superfici con caratteristica di Eulero uguale a −1 e −2.
6.1 Un risultato di combinatoria
Vediamo ora un risultato di combinatoria sui grafi che ci sara` utile nel
ricondurre la dimostrazione generale a quella dei casi gia` dimostrati.
Lemma 6.1. Siano T un albero e vert(T ) l’insieme dei suoi vertici. Indi-
chiamo inoltre con U l’insieme di tutte le applicazioni
f : vert(T ) −→ {−1, 0,+1} .
Definiamo l’applicazione
Σ : U −→ Z, f 7→
∑
v∈vert(T )
f(v).
Allora la relazione di equivalenza
f ∼ f ′ ⇐⇒ Σ (f) = Σ (f ′)
e` generata dalla relazione R che sussiste tra due elementi f, f ′ ∈ U se e solo
se esiste un arco e ⊆ T tale che
f |T\e = f ′|T\e,
e ∑
v∈vert(e)
f(v) =
∑
v∈vert(e)
f ′(v).
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Dimostrazione. Dimostriamo il lemma per induzione sul numero n di vertici
dell’albero. Se n = 1 l’enunciato e` vero a vuoto; se n = 2 e` banale: se f ∼ f ′
allora fRf ′ (dove e e` l’unico arco dell’albero T ).
Supponiamo che T abbia n vertici e che l’enunciato sia vero per alberi che
hanno meno di n vertici. Osserviamo che se f, f ′ ∈ U e fRf ′, in particolare
si ha che f ∼ f ′. Consideriamo allora f, f ′ ∈ U tali che
Σ (f) = Σ
(
f ′
)
;
l’obiettivo e` mostrare che esiste una sequenza finita di elementi in U tale
che il primo e` f , l’ultimo e` f ′, e ogni coppia di elementi consecutivi e` in
R-relazione. Fissiamo allora un vertice v ∈ vert(T ).
Vogliamo mostrare che esistono due sequenze
f1 = f, . . . , fp ∈ U, f ′1 = f ′, . . . , f ′q ∈ U,
con
fiRfi+1, f ′jRf ′j+1,
con i = 1, . . . , p− 1 e j = 1, . . . , q − 1, tali che
fp(v) = f
′
q(v).
Se Σ (f) > 0 (rispettivamente Σ (f) < 0) esistera` un vertice w ∈ vert(T ) tale
che f(w) = 1 (rispettivamente f(w) = −1). Poiche´ T e` un albero esistera`
un’unica sequenza di vertici di T che collega w a v, che indicheremo con
v1 = w, v2, . . . , vp−1, vp = v.
Allora possiamo definire f1 = f ed, induttivamente,
fi+i ≡ fi, su vert(T ) \ {vi, vi+i} ;
fi+i(vi) = fi(vi+1), fi+i(vi+1) = fi(vi).
In questo modo si ottiene una sequenza f1, . . . , fp di applicazioni tali che,
per ogni i = 1, . . . , p−1, vale fiRfi+1 (il lato da scegliere e` quello che collega
vi a vi+1), e f(v) = 1 (rispettivamente f(v) = −1).
Applicando la stessa procedura a f ′, e` possibile ottenere una sequenza
f ′1 = f
′, . . . , f ′q ∈ U,
tale che f ′(v) = 1 (rispettivamente f ′(v) = −1).
Se invece Σ (f) = 0 ma f non e` identicamente nulla, esisteranno due
elementi w,w′ ∈ vert(T ) tali che f(w) = f ′ (w′) = 1; dunque puo` essere
applicato il procedimento usato nei casi precedenti.
Infine, se f ≡ 0, basta cambiare il valore della funzione su due vertici
facendo valere l’immagine −1 e +1 ed e` poi possibile applicare il solito
procedimento.
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Dunque ci siamo ricondotti al caso in cui f ∼ f ′ e f(v) = f ′(v). In
particolare, se fissiamo come vertice v ∈ vert(T ) una foglia (ovvero un vertice
che ha valenza 1), si ha che il sottografo T ′ di T indotto da vert(T ) \ {v} e`
ancora un albero; e poiche´ f(v) = f ′(v), si ha che
Σ (f |T ′) = Σ
(
f ′|T ′
)
.
Dato che T ′ ha n − 1 vertici, vale l’ipotesi induttiva; dunque esiste una
successione finita di funzioni da vert (T ′) in {−1, 0,+1} tale che la prima e`
f , l’ultima e` f ′ ed ogni coppia di funzioni consecutive e` in R-relazione. E`
possibile estendere tali funzioni ad elementi di U semplicemente definendo
l’immagine di v sempre uguale a f(v) = f ′(v). In questo modo ogni coppia di
funzioni consecutive continua ad essere in relazione perche´ sul complemen-
tare dell’arco le due funzioni sono ancora identiche. Dunque la relazione di
equivalenza e` generata da R.
6.2 Dimostrazione nel caso generale
Possiamo ora affrontare la dimostrazione del Teorema 3.1 e del Teorema 3.7.
Sia S una superficie di genere g, con b componenti di bordo tale che
χ (S) = 2− 2g − b < −2.
Indichiamo con pi il gruppo fondamentale di S. Siano ancora G il gruppo
PSL(2,R) e G˜ il suo rivestimento universale. Indichiamo con eu : W (S)→ Z
rispettivamente la classe di Eulero se S e` chiusa e la classe di Eulero relativa
se S ha bordo non vuoto.
Fissiamo infine una decomposizione massimale (i cui blocchi abbiano
caratteristica di Eulero uguale a −1)
S = S1 ∪ . . . ∪ S−χ(S),
che sia duale di un albero.
Dimostriamo ora un lemma analogo al Lemma 5.5 e al Lemma 5.9, in
un caso generale.
Lemma 6.2. Consideriamo una rappresentazione ϕ ∈ W ′(S); allora esi-
ste un arco interamente contenuto in W ′(S) da ϕ ad una rappresentazione
ϕ′ ∈ W ′(S) tale che per ogni componente di bordo C ⊆ ∂Si di ogni blocco
Si della decomposizione massimale di S si ha che ϕ
′(C) e` iperbolico.
Dimostrazione. Dimostriamo questo risultato per induzione su χ(S). Il caso
di χ(S) = −2 e` gia` stato dimostrato con il Lemma 5.5 e con il Lemma 5.9.
Supponiamo allora che χ(S) < −2 e che la tesi valga per superfici di
caratteristica χ(S) + 1. A meno di rinumerare i blocchi Si della decomposi-
zione massimale di S scelta, consideriamo due sottosuperfici S1 ed S2 della
decomposizione, tali che
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(i) Se ∂S 6= ∅, allora ∂S1 contiene almeno una componente di bordo di S;
(ii) S′ = S1 ∪ S2 e` una sottosuperficie connessa di S.
Per l’additivita` della caratteristica di Eulero si ha che χ (S′) = −2, dunque
S′ sara` un toro meno due dischi o una sfera meno quattro dischi; non puo`
essere una superficie di genere 2 perche´ unione di due blocchi di caratteristica
−1 della decomposizione di una superficie con caratteristica minore di −2.
Per la connessione di S e di S′ si ha che la sottosuperficie
⋃
i>2 Si ha una
oppure due componenti connesse, che denotiamo con Mj . Indichiamo quindi
con
Cj = ∂S2 ∩ ∂Mj , C ′ = ∂S1 ∩ ∂S2,
ovvero indichiamo con Cj le componenti di bordo di S
′ e con C ′ la curva
che separa i due blocchi di caratteristica −1 che decompongono S′.
Allora la restrizione di ϕ a pi1 (S
′) soddisfa le ipotesi del Lemma 5.5 (nel
caso in cui S′ sia un toro meno due dischi) o del Lemma 5.9 (nel caso di
una sfera meno quattro dischi). Quindi esiste un arco {ϕt}, con t ∈ [0, 1],
interamente contenuto in W ′(S′) tale che ϕ0 = ϕ|pi1(S′), ϕ1 (C ′) e` iperbolico
e, per ogni Cj , l’immagine ϕt (Cj) e` coniugata a ϕ (Cj) per ogni tempo. Sia
allora
{
U
(j)
t
}
, con t ∈ [0, 1], un arco in W (S′) tale che
ϕt (C) = U
(j)
t · ϕ (C) ·
(
U
(j)
t
)−1
.
Per ogni t ∈ [0, 1] estendiamo ϕt da pi1 (S′) a pi imponendo che per ogni
γ ∈ pi1 (Mj) sia
ϕt(γ) = U
(j)
t · ϕ (γ) ·
(
U
(j)
t
)−1
.
Questo definisce un arco {ϕt} ⊆ W ′(S), con t ∈ [0, 1], tale che ϕ (C ′) e`
iperbolico. Allora la restrizione di ϕ a pi1
(⋃
i>1 Si
)
giace in W ′
(⋃
i>1 Si
)
.
Poiche´ χ
(⋃
i>1 Si
)
= χ(S)+1, per ipotesi induttiva, esiste un arco contenu-
to in W ′
(⋃
i>1 Si
)
che congiunge la restrizione di ϕ a pi1
(⋃
i>1 Si
)
ad una
rappresentazione che manda ogni componente di ∂Si (con i > 1) in un ele-
mento iperbolico. Per la proprieta` di sollevamento dei cammini dimostrata
nelle Proposizioni 4.11 e 4.19, possiamo estendere quest’ultimo arco ad un
arco contenuto in (
W ′ (S1)×W ′
(⋃
i>1
Mi
))
∩W ′(M),
che avra` dunque le proprieta` desiderate.
Dimostriamo ora il Teorema 3.7 ed il Teorema 3.1 che ne e` un caso
particolare.
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Dimostrazione del Teorema 3.7. Grazie alla Proposizione 5.2 sappiamo che
W ′(S) e` un aperto denso di W (S), dunque per dimostrare che eu−1(n)
e` connesso per ogni intero n ∈ [χ(S),−χ(S)] e` sufficiente dimostrare che
eu−1(n) ∩W ′(S) e` connesso.
Siano ϕ,ψ ∈ W ′(S); per il Lemma 6.2 entrambe le rappresentazioni
possono essere deformate in rappresentazioni che giacciono in
−χ(S)∏
i=1
W ′(Si),
ovvero, l’immagine del gruppo fondamentale di ciascun blocco Si della de-
composizione massimale non e` abeliano.
Consideriamo allora l’applicazione
e˜u :
−χ(S)∏
i=1
W ′(Si) −→ {−1, 0,+1}−χ(S) ,(
ρ1, . . . , ρ−χ(S)
) 7→ (eu (ρ1) , . . . , eu (ρ−χ(M))) .
Nel caso particolare in cui
e˜u
(
ϕ|pi1(S1), . . . , ϕ|pi1(S−χ(S))
)
= e˜u
(
ψ|pi1(S1), . . . , ψ|pi1(S−χ(S))
)
,
per la Proposizione 5.6 abbiamo che le due rappresentazioni ϕ e ψ giacciono
nella stessa componente connessa di W ′(S), e si ha dunque la tesi.
Altrimenti, supponiamo che esistano Si e Si+1 due blocchi adiacenti della
decomposizione massimale fissata tali che
eu
(
ϕ|pi1(Si∪Si+1)
)
= eu
(
ψ|pi1(Si∪Si+1)
)
.
Per l’additivita` della caratteristica di Eulero, si ha che
χ (Si ∪ Si+1) = −1− 1 = −2;
allora, grazie ai Teoremi 5.7 e 5.8 (ovvero i casi particolari del toro meno due
dischi e della sfera meno quattro dischi), e` possibile concludere che esiste un
arco contenuto in W ′ (Si ∪ Si+1) che congiunge ϕ|pi1(Si∪Si+1) e ψ|pi1(Si∪Si+1) e
tale che la restrizione al gruppo fondamentale delle componenti di bordo di
Si∪Si+1 giace in una fissata classe di coniugio. Dunque abbiamo dimostrato
la tesi anche nel caso in cui le classe di Eulero coincida sulle restrizioni delle
due rappresentazioni a pi1 (Sj), con j 6= i, i+ 1 ed a pi1 (Si ∪ Si+1).
Vediamo che e` sempre possibile ricondursi al caso precedente. Conside-
rando l’albero T duale della decomposizione massimale fissata, e denotando
con
{
v1, . . . , v−χ(S)
}
l’insieme vert(T ) dei suoi vertici (dove ogni vi e` il duale
del blocco Si), possiamo definire le due funzioni
f : vert(T ) −→ {−1, 0,+1} , vi 7→ pi ◦ e˜u (ϕ) ;
f ′ : vert(T ) −→ {−1, 0,+1} , vi 7→ pi ◦ e˜u (ψ) ;
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dove pi indica la proiezione sulla i-esima coordinata. Se eu (ϕ) = eu (ψ), si
ha che
−χ(S)∑
i=1
f (vi) =
−χ(S)∑
i=1
f ′ (vi) ;
allora e` possibile applicare il Lemma 6.1 riconducendoci cos`ı al caso prece-
dente.
Osserviamo che il Teorema 3.1 e` un caso particolare del teorema appena
dimostrato, in quanto se S e` una superficie chiusa si ha che
W (S) = Rep (pi1(S),PSL(2,R)) .
6.3 Rappresentazioni Fuchsiane
Dimostriamo ora il Corollario 3.2. Per farlo ci sara` utile il risultato centrale
di [Wei60]:
Teorema 6.3. Siano G un gruppo di Lie e Γ un gruppo discreto. Conside-
riamo una rappresentazione
ρ : Γ −→ G,
fedele e discreta, tale che il quoziente (per l’azione di traslazione) G/ρ (Γ) sia
compatto. Allora, indicando con R0 il sottoinsieme delle rappresentazioni
con tale proprieta`, esiste un intorno aperto U ⊆ Rep (Γ,G) di ρ interamente
contenuto in R0; ovvero R0 e` un aperto di Rep (Γ,G).
Dimostrazione del Corollario 3.2. Il fatto che un’olonomia ϕ : pi → PSL(2,R)
per la superficie S ha classe di Eulero uguale a ±χ(S) e` gia` stato dimostrato
nel Capitolo 3. Dimostriamo dunque il viceversa.
Sia ϕ : pi → G un’olonomia per una superficie chiusa S, ovvero una rap-
presentazione discreta e fedele. Dunque l’immagine di ϕ e` un sottogruppo
discreto di G tale che G/ Im(ϕ) = H2 e` compatto; allora e` possibile appli-
care il Teorema 6.3. Si ha dunque che il sottoinsieme F ⊆ Rep (pi,G) delle
rappresentazioni Fuchsiane e` aperto. Inoltre, per [MS84] e [Jø76], F e` anche
chiuso; dunque si tratta di un’unione di componenti connesse. Per l’implica-
zione inversa il sottoinsieme F sara` contenuto in eu−1(χ(S))∪eu−1(−χ(S));
per il Teorema 3.1 queste sono due componenti connesse, dunque F consi-
stera` in una delle due o nell’unione. Poiche´ sia eu−1(χ(S)) sia eu−1(−χ(S))
contengono una rappresentazione Fuchsiana, segue che
F = eu−1(χ(S)) ∪ eu−1(−χ(S)).
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Il Teorema 3.10, benche´ generalizzi il risultato appena dimostrato (un’o-
lonomia per una superficie chiusa e` una rappresentazione Fucshiana), si puo`
dimostrare grazie al caso di una superficie chiusa.
Il fatto che se la classe di Eulero di una rappresentazione in W (S) vale
±χ(S) allora si tratta di un’olonomia per S si puo` dimostrare facilmente
considerando la costruzione di un’orbifold come quoziente del doppio della
superficie stessa (si veda [Thu], Capitolo 13 per la definizione ed alcune
proprieta` degli orbifold). L’orbifold ottenuta avra` come rivestimento doppio
(nel senso degli orbifold) una superficie chiusa a cui e` possibile applicare il
Corollario 3.2. Per maggiori dettagli rimandiamo a [Gol88], Teorema 3.4.
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